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RESUMO

Essa pesquisa delimita — se ao estudo das fracGes parciais. O principal objetivo
deste trabalho é apresentar os casos de decomposicdes e seus métodos de resolucoes,
aplicando em questdes de concursos e vestibulares a nivel fundamental, médio e

superior.

Para isso foi necessario abordar alguns conceitos elementares tais como fracdes
e suas classificacdes, polinbmios e suas operacOes, fracBes racionais proprias e
improprias e resolucdo de sistemas lineares. Com base nessas definicbes, foram
desenvolvidos trés métodos de resolucdes, sao eles: O método igualando os
coeficientes que abrange todos os casos de decomposi¢do, o0 método de Heaviside, e

a transformada de Laplace.

Palavras — Chave: Fracdes Parciais; Decomposicdo; Métodos de resolucéo;

Aplicacdes.
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INTRODUCAO

As fracdes parciais € uma ferramenta importantissima na solucéo de problemas tais
como: Decomposicdo de fracbes normalmente para encontrar coeficientes, Integracao de
funcdes racionais, transformadas inversas de Laplace, na solugdo de equacdes lineares

entre outros.

As fracbes parciais surgem com uma abordagem superficial nas escolas,
normalmente esse assunto é abordado no 92ano do ensino fundamental Il e no Ultimo ano
do ensino médio, € apresentada apenas como uma férmula de resolucdo de problemas, que
nao se adapta a todas as questdes e séo raras as abordagens que envolvem a parte da

construcéo e associacao do conteudo.

Observou - se que as questdes apresentadas nos livros didaticos ndo sdo bem
exploradas, com isso a dificulta o aprendizado nesse conteudo que € de extrema importancia
para aqueles que guerem seguir a area de exatas, e agueles que pretendem realizar

vestibulares e concursos.

Muitas vezes, a falta de literatura a respeito das frages parciais dificulta no processo
de ensino a aprendizagem no assunto, diante de tais pontos, este trabalho apresenta um
breve recorte do conteudo referente as fragdes parciais e suas aplicacées, buscando na
medida do possivel apresentar de forma mais clara o conteudo, facilitando assim para o

leitor.

O trabalho possui trés divisdes, sendo a primeira referente aos aspectos histéricos e
0s matematicos que contribuiram para o avanco das fraces parciais, a segunda refere sobre
a metodologia da pesquisa, a abordagem metodologica e as etapas necessaria para a
construcdo desse trabalho, e por fim, a terceira divisdo que busca tratar sobre os métodos
de resolucéo das fracdes parciais e o desenvolvimento de suas aplicagbes em questbes de

vestibulares e concursos.



1 FUNDAMENTACAO TEORICA

1.1ASPECTOS HISTORICOS E PRELIMINARES

As fracdes surgiram ha mais de 3000 anos, no antigo Egito, em decorréncia de
situagOes do cotidiano que envolviam medidas.

Uma das principais necessidades para o uso de fracbes ocorreu devido as
enchentes do Rio Nilo, que levavam as marcacfes das terras a sua margem. Para
remarca-las, usavam — se cordas e registravam — se quantas vezes essa unidade de
medida estava contida no terreno. Na sua grande maioria essa medida ndo era um numero
inteiro, o que a partir disso fez surgir um novo conceito de nimero, no caso, numero
fracionario.

Segundo Boyer (2012), atribuiram a fracdo 2/3 um papel especial nos processos
aritméticos, de modo que para achar o terco de um namero primeiro achavam os dois
tercos e tomavam depois a metade disso! Os Egipcios consideravam a fracéo racional
prépria geral da forma da forma m/n ndo como uma “coisa” elementar, mas como farte do
processo incompleto. A fracdo 3/5, para n6s uma Unica fracdo irredutivel, era pensada
pelos escribas egipcios como irredutivel a soma de trés fragcdes unitarias 1/3, 1/5 e 1/15.

No mais extenso papiro egipcio de natureza matematica, conhecido por Papiro
Rhind e por vezes, de Papiro Ahmes, em honra ao escriba que o copiou por volta de 1650

A.C, tem-se uma noc¢ao de como lidavam com as fracoes.

Um método dos métodos de resolucdo que apresentamos neste trabalho foram
imaginados e delineados pelo engenheiro eletronico inglés Oliver Heaviside (1850 —
1925), a verdadeira contribuicdo de Heaviside, e pela qual ele merece crédito, foi por ter
mostrado como aplicar o que ele chamou de "Calculo Operacional” em problemas fisicos
reais de grande relevancia tecnologica. Mais especificamente, uma de suas contribui¢cdes
foi 0 "Teorema da Expansao" similar ao que hoje € conhecida como expanséo em fragdes
parciais para uma funcgao racional, sua formulacéo e utilizagdo séo as provas vivas de
seu estilo, j& que foi estabelecido sem qualquer prova matematica. Seu peculiar modo de
trabalho, que chamava de "matematica experimental” e seu estilo debochado causaram a
ele muitos embaracgos. Através dessa teoria Heaviside contribuiu para formalizar a teoria
eletromagnética de Maxwell que originalmente totalizava 38 equacdes, em apenas 4
equacdes fundamentais.

Atualmente, o Teorema da Expanséo ainda € uma das bases fundamentais entre

0s métodos que englobam a transformada de Laplace. Todavia, inovacdo de Heaviside



nao reside apenas neste fato e sim, principalmente, por ter usado o Teorema da
Expansao, com sucesso, para funcdes ndo racionais, principalmente ao defrontar-se com

o problema das linhas de transmisséo, que desafiava os cientistas da época.

Dentre os responsaveis por estabelecer o rigor faltante ao método de Heaviside
estd um dos seus grandes admiradores, o engenheiro americano, John Carson. Em seu
livro, (Electric Circuit Theory, 1926). Carson toma para si a responsabilidade de continuar
o trabalho de Heaviside, introduzindo o formalismo matematico e deduzindo todas as
férmulas que o mentor havia proposto. Foi ele o responsavel pela conexéo entre o Calculo
Operacional de Heaviside e a integral de Laplace. (TONIDANDEL, 2012).

1.2 FRACOES: (CLASSIFICACAO E SUAS OPERACOES)

Definicdo 1: !Seja Q o conjunto das fracdes do tipo s , COm p e g numeros inteiros

e g # 0. Onde p é chamado de numerador e q de denominador.

Entéo,
Q= {E|pEZqEZeq¢O}.
q )

Este conjunto é conhecido como o conjunto dos niUmeros racionais.

Desta definigéo, decorre que:
2
)] 3 é fracdo, onde p = 2 é o numerador e q = 3 o numerador.
. —5 ~ p
i) - fracdo, onde p = -5 € o numerador e q = 6 0 numerador.

o 7 ~ ) s
iii) 5 haoe fracdo, p = 7 € o numerador e q = 0, de acordo com a Defini¢do 1

0 denominador g tem que ser # 0.

Sendo o numerador p € Z , e 0 denominador g € Z com q # 0, entdo vale as

seguintes classificagoes:

! Definigdo baseada na obra de (IEZZI,2013)



CLASSIFICACOES DE FRACOES

i) Fracdo Prépria: As fracbes sdo classificadas como proprias quando o

denominador € maior que o humerador, ou seja, q > p.
9

c | 2 4
xemplos: —, —,—
P 3' 13’7

i) Fracdo Imprépria: As fracbes sdo classificadas como impréprias quando o

numerador é maior que o denominador, ou seja, p = Q.
£ | 58 9
xemplos: =, =, =

P 36’7

iii) Fracbes Aparentes: Podemos dizer que as fragdes sdo aparentes quando p e q

sdo multiplos entre si, ou seja, p é divisivel por q.
£ | 4 6
xemplos: =, —,—

P 2'"3" 4

iv) Fracbes Equivalentes: Sao aquelas que aparentemente séo diferentes, mas que

possuem o mesmo resultado.
8 6 12

4
Exemplos: - = -, - = —
2 4" 3 6

v) Fracdes Irredutiveis: Podemos dizer que as fragcdes sao irredutiveis quando p e q

ndo possuem divisores comuns, ou seja, p ndo divide . Ou também, quando mdc

entre p e g € igual a um.

4 9 16
Exemplos: =, —,—
7 19° 7

Observacgodes:

O1. A fracéo é classificada como prépria (i), quando q > p, a diviséo Z resulta um

namero menor que um inteiro.



02. A fracéo é classificada como impropria (ii), quando a p = q, a divisao £ resulta

um ndmero maior que um inteiro.

03. A fracao é classificada como aparente (iii), essa divisdo resulta um nuamero
inteiro.

No conjunto das fragbes Q, de acordo com a Definicdo 1. Sdo definidas trés
operacoes:

. ~ r —_ ]
Sejam as fragbes p ec comges # 0, com essas duas fracdes é possivel

determinar a soma, subtracdo e multiplicacdo, vejamos as operacdes a seguir:

T S+ qgr
OP1. Soma: E+—:u
q s qs

r _ps— qr
OP2. Subtracgo: L--=E— 4
q s qgs

T p r_pr
OP3. Multiplicagdo: =x-=—
q s gs

No conjunto Q" (conjunto dos numeros racionais excluindo o niamero zero) é
definida a operacéo de divisao.

OPA4. Divisao:

Qs
w =
I
|
X
|
!
|

Essas operagbes sdo fundamentais para utilizarmos no desenvolvimento das

fracdes. No item a seguir abordaremos os polinbmios que estdo presentes nas fracdes
parciais.



1.3 POLINOMIOS

Definicdo 2: 2Dada a sequéncia de numeros complexos (ag,ai,ay,...,ay),
consideremos a funcgdo: f: C —» C dada por f(x) = ap + a;x + a,x* + -+ + a,x™. A funcéo f é
denominada funcao polinomial ou polinbmio associado a sequéncia dada. Os numeros
ag,a;,ay, ...,a, SA0 denominados coeficientes e as parcelas ag,a;x,a,x?,...,a,x" S&0
chamados termos do polinémio f. Uma funcéo polinomial de um Unico termo € denominada
funcdo monomial ou monémio.

Exemplos:

As seguintes aplicacdes sao polinébmios:

e f(x)=1+2x+3x?+25x3 ondeay,=1,a, =2,a, =3eaz =25.
e gx)=1+7x* ondeay,=1,a,=a,=a3;=0ea, =7.

e h(x)=5+5x?+23x3 ondeay, =5,a, =0,a, =5eaz = 23.

1.3.1 OPERACOES ENTRE POLINOMIOS

ADICAO
SOMA DE DOIS POLINOMIOS

Teorema 1: Dados dois polinbmios

n
A(x) = ag + ayx + ayx? + -+ apx" = Z(aixi)
i=0

e

n
B(x) - bo + blx + b2x2 + b + ann = Z(blxl) .
i=0

Chama-se soma de A com B o polindmio:
(A + B)(.X) = (ao + bo) + (a1 + bl)x + (a2+b2)x2 + + (an + bn)Xn
Isto, é:

2 As definicdes desta secdo estdo de acordo com (MACHADO; 2004).



n

(A+B)) = ) (a;+bx!

i=0

Observacao: Na soma entre dois ou mais polinbmios, somamos 0s coeficientes

dos termos que possuem a mesma parte literal.

Propriedades da soma dos polinbmios

Decorrem da definicdo as seguintes propriedades:

P 1. Propriedade comutatvaA+B =B + A

P 2. Propriedade associativa: (A+B)+C=A+ (B+C()

P 3. Elemento neutro da adicdo: A+0=0+A=A4

P 4. Existe o oposto de 4, indicado por —A, tal que A + (—A) = 0, devido a P4.
podemos definir a diferenca A — B de dois polindmios A — B = A + (—B), que é abordado
no tépico seguinte de SUBTRACAO DE DOIS POLINOMIOS.

Exemplo 1. (GUIDORIZZI — 2014) Sejam os polinémios A(x) =4 + 3x + 2x2 e
B(x) = 2+ 3x? + x* calcule a soma entre A(x) e B(x).
Resolucao: Utilizando o Teorema 1,

Temos:

A(x) =4+ 3x + x? + 0x3 + 0x*
e

B(x) =5+ 0x + 3x2 + 0x3 + x*.

Entéo:
A+B)(x)=@4+5+B+0)x+(1+3)x*>+(0+0)x3+ (0+ 1)x*
(A+B)(x) =9 + 3x + 4x? + x*.

SUBTRACAO
SUBTRACAO DE DOIS POLINOMIOS
Teorema 2: Dados dois polinbmios
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A(x) = ag + ayx + apx? + - + apx® = Y (axt).
e
B(x) = by + byx + byx? + -+ bpyx™ = YL (bxt).
Chama-se diferenca de A com B o polinémio:
(A= B)(x) = (ap — bo) + (a; — b)x + (az—b)x* + -+ + (an — bp)xy.

Isto é:

(A-B)Y®) = ) (a— b
i=0

Observacdao: Na diferenca entre dois polinbmios, subtraimos os coeficientes dos

termos que possuem a mesma parte literal.

Exemplo 2. (GUIDORIZZI — 2014) Sejam os polindmios A(x) =4 + 3x + 2x2 e
B(x) = 2+ 3x? + x*. Calcule a diferenca entre A(x) e B(x).
Resolucgéo: A fim de utilizar o Teorema 2, seja os polindbmios, temos:

A(x) =4+ 3x + x? + 0x3 + 0x*
e
B(x) = 2+ 0x + 3x% + 0x3 + x*
Entdo:
(A—B)(x) = (4—2) + (3 = 0)x + (1 — 3)x% + (0 — 0)x3 + (0 — Dx*
(A—B)(x) =2+ 3x — 2x% — x*.

MULTIPLICACAO
MULTIPLICAC;AO DE DOIS POLINOMIOS
Teorema 3: Dados dois polinbmios
AX) = apx™ + ap_x™ 1+ + ayx?+aix +ag
e
B(x) = bpx™ + by x™ 1 + -+ byx% + byx + by .
Existe um Unico polindmio P tal que P(x) = A(x).B(x) paratodo x € C.
Este polinbmio, que é obtido multiplicando cada termo de A por todos os de B, é:

P(x) = A(x). B(x) = (anbm)x™™ + (@nbm-1 + @n-1byn)x™ ™+ + -+ (a1bg + aoby)x + (agbo)
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E o denominamos o produto do polindmio A com B.
Indicamos: P = A.Bou P = A.B de acordo com a definicdo 3, que veremos no proximo
tépico.
Exemplo 3. Multiplique 0 A(x) =2x?—x+3porB(x) =x>—x+1
Resolucéo: De acordo com o teorema 3, existe um Unico polinémio P tal que P(x) =
A(x). B(x), entdo:
P(x) = A(x).B(x)
P(x)=2x?(x°—x+1)—x(x>—x+1) +3(x°>—x+1)
P(x)=2x7 —2x3 4+ 2x?> —x® +x? —x+3x°—-3x+3
P(x)=2x7 —x%+ 3x> —2x3 +3x?> —4x +3

Observemos que, € possivel realizarmos a multiplicacao entre dois polinémios.

Propriedades da multiplicacdo dos polinémios

Decorrem da definicdo as seguintes propriedades:

P 5. Propriedade comutativa A.B = B. A
P 6. Propriedade associativa (A.B).C = A.(B.C)
P 7. Distributiva A(B + C) = AB + AC

Observacdes quanto ao grau dos polindmios na multiplicacéo
O1. Dados dois polindmios A e B, se um deles for identicamente nulo, entdo o produto
de A.B também sera nulo. Reciprocamente, a condi¢do para que o produto A.B seja nulo

€ que pelo menos um dos polinémios, A ou B, seja nulo:

AB=0©A=00uB=0

02. Caso o produto AB néo seja nulo, verificamos que o grau de AB é igual a soma

dosgrausde AeB

gr(A.B) = gr(A) + gr(B)
Exemplo 4. Sejam dois polinémios A sendo gr(A4) = 2, e o polindbmio B e gr(B) =5,

multiplicando esses polinbmios o grau resultante, de acordo com O2, temos que:
gr(A.B) = gr(4) + gr(B)
gr(A.B)=2+5
gr(A.B) =17.
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DIVISAO
DIVISAO DE DOIS POLINOMIOS
Definicdo: Dados dois polindmios A(x) e B(x) , sendo B um polinémio nédo nulo,

existe um unico par de polinémios Q(x) e R(x) que satisfazem as seguintes condi¢des:

Condicéao 1: A(x) = B(x).Q(x) + R(x)
Os polinémios Q(x) e R(x) sdo chamados, respectivamente, quociente e resto da

divisdo de A(x) por B(x); A(x) é o dividendo e B(x) é o divisor.

Condicédo 2: gr(R) < gr(B)ouR(x) =0

Quando R(x) = 0, dizemos que A(x) é divisivel por B(x), ou que a divisao é exata.
Dividir o polinémio A(x) pelo polinbmio B(x) significa determinar o quociente Q(x) e 0
resto R(x).

Observacfes quanto ao grau dos polinédmios na diviséo

03. Numa diviséo, o grau do resto gr(R) é sempre menor que o grau do divisor (ou
o resto € nulo). O grau do quociente Q(x), quando Q(x) nao é nulo, pode ser determinado
observando a identidade da Condic¢&o 1. De acordo com O2 o gr(BQ) = gr(B) + gr(Q)
e conforme a Condigdo 2 gr(R) < gr(B), temos que gr(BQ + R) = gr(B) + gr(Q).
Portanto, devemos ter que gr(A) = gr(B) + gr(Q), ou seja, gr(Q) = gr(A) — gr(B).

Como gr(Q) = 0, esta relacao se verifica quando gr(4) = gr(B)
Em resumo, quando dividimos o polindémio A(x) pelo polindmio B(x), ndo nulo

temos:

Se gr(4) < gr(B),entdo Q(x) =0e R(x) = A(x)
Se gr(A4) = gr(B), entdo gr(Q) = gr(A) — gr(B)
e gr(R)<gr(B)ouR(x)=0

Quando A(x) = 0, temos também Q(x) =0 e R(x) = 0.

Exemplo 5. Dividir o polindmio A(x) = 2x + 5 pelo B(x) = x? + 3x + 1.
Resolucdo: Observemos que gr(A) =1 e gr(B) = 2. Como gr(4) < gr(B), de
acordo com a O3. Temos que Q(x) =0e R(x) = A(x); logo, Q(x) =0e R(x) =2x+5
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Exemplo 6. Dividir o polindmio A(x) = 2x? + 7x + 6 pelo B(x) = x? + 2x + 3.
Resolucédo: Observemos que gr(A4) = 2 e gr(B) = 2. Entéo, de acordo com a O3.
Temos que gr(A) = gr(B), logo gr(Q) = gr(A) — gr(B), o grau do quociente serd a
diferenca entre o grau do polindmio A(x) — B(x), sendo assim gr(Q) =2-2=0=
Q(x)=a€cC
De acordo com a Condigéo 2 gr(R) < gr(B) ~ gr(R) <2 = R(x) = bx + c.
Logo, de acordo com a Condicéo 1, temos:
A(x) = B(x).Q(x) + R(x)
Substituindo A = 2x? + 7x + 6 e B(x) = x? + 2x + 3, resulta:
2x2+7x+6 = (x?+2x+3).a+bx+c
2x2+7x+6=ax?*+ (2a+ b)x + (3a + ¢)

Pela igualdade de polindbmios, item 1.3.2, forma-se 0 seguinte sistema:

a=2
2a+b=7
3a+c=6

Como o ja sabemos o valor de a, substituindo nas outras equac¢fes que encontramos b =
3ec=0.Logo, Q(x) =2 e R(x) = 3x.

1.3.2 IGUALDADE DE POLINOMIOS
Definicdo 3: Dizemos que dois polindmios A e B sé&o iguais (ou idénticos) quando os
valores numéricos de A e de B sdo iguais para todo o valor da variavel. Nesse caso
indicamos a igualdade, pela seguinte representacao
A = B.
Essa sentenca, A = B, € chamada de identidade.
Entéo, temos que:
A=B © A(x) =B(x),Vx €C

Teorema 4: Dados dois polindmios A(x) = a,x™ + a,_1x" 1 + -+ ayx? + a;x + ag

e B(x) = bpyx™ + by_x™ 1+ -+ byx? + b;x + by, cOmo podemos reconhecer que sdo
polindbmios idénticos?

Observemos que, de acordo com a Definicao 3, se A(x) = B(x) para todo de X,

entdo decorre:
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Apx + ap x4 ayx? +agx+ag = bpx" + by x™ 1+ -+ byx? + bix + by, Vx €C

Portanto o polinémio do primeiro membro dessa uUltima igualdade deve ser identicamente
nulo, o que ocorre para
an_bn = O, an_l_bn_l = 0,.-. ,az_bz =0,...,a1_b1 = Oeao_bo = 0

Podemos concluir entdo que:

A EB (=4 (an :bn, an_l = bn_l,....,az =b2,a1 :bleao :bo)

Isto €, polinbmios idénticos possuem os coeficientes respectivamente iguais.

Exemplo 7. Sabendo — se que A(x) =x®>—3x?+ax+b e B(x) = mx3 + px* +

2x — 1, sao idénticos encontre os valores de m, p, ae b.

Resolucao: Utilizando o teorema 4, temos:

1=m
A=B o 3=p
a =
b= -1

Logo, o polindbmio A(x) = B(x) = x3—3x?+2x—1.

POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Definicdo 5: Um polindmio p(x), ndo constante, € dito redutivel se existem outros
polinémios f(x) e g(x), ndo constantes, tais que p(x) = f(x) . g(x) . Caso contrario, p(x)
€ chamado de irredutivel, ou seja, p(x) ndo pode ser escrito na forma p(x) = f(x) . g(x)
com f(x) e g(x) ndo constantes. Entdo, podemos concluir que, polinémio irredutivel é
aquele que ndo conseguimos fatorar, ou seja, escrever na forma de multiplicagéo.

Esta definicdo decorre nos exemplos abaixo.

Exemplo 8. p(x) =x*—1= (x+ 1)(x — 1), como o polinbmio p(x) pode ser escrito
na forma f(x) . g(x) temos que f(x) =x+ 1e g(x) = x — 1 de acordo com a definicdo

5, esse polinémio é redutivel.
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Exemplo 9. f(x) =x —2, como o polindbmio f(x) ndo pode ser escrito na forma

f(x) . g(x) de acordo com a definicdo 5, esse polindmio é irredutivel.

1.4 FRACOES ALGEBRICAS
Definicdo 6: 3S&do denominadas fracdes algébricas expressdes na forma de
fracdes bem como seu numerador e denominador sdo expressdes algébricas. E

importante destacar que existe apenas uma Unica restricdo do denominador ser diferente
de zero. Seguem os exemplos abaixo:

Esta definicdo decorre que:

Exemplos:
a ~ Ly , .

At é fragao algébrica, o numerador é a e o denominador b + 1, com b #
-1
x+1 7 ~ Ve - 7 -

. 7 é fragcdo algébrica, o numerador é x + 1 e o denominador y, com y #
0
a ~ pe ~ 7 . 7 . 7

*% N&o é fracdo algébrica. o numerador é: a e o denominador € 0, de acordo

com a Definicdo 5 o denominador tem que ser diferente de 0.

ADICAO DE FRACOES ALGEBRICAS
Definicdo 7: Operamos as fragBes algébricas, exatamente da mesma maneira
como operamos as fragbes numéricas. Vejamos abaixo, alguns exemplos de soma

entre fracdes algébricas com o mesmo denominador e diferente denominador, o
analogo acontece para a subtracéo.

3 As definicdes de 6 a 15 desta secdo estdo de acordo com (BIANCHINNI, 1998)
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SOMA COM DENOMINADORES IGUAIS
Definicdo 8: Nesse caso devemos apenas somar e subtrair os numeradores e

repetiremos o denominador.

x—1
Exemplo 10: Efetue — + —
x—-3 x-3

Resolucgéo: A fim de ilustrar a Definig&o 8, temos:

x x-1  x+x-1
x-3  x-3  x-3
Logo,
X x—1 2x—1
+ =
x—3 x—3 x—3

A seguir vejamos um exemplo com os denominadores diferentes.

SOMA COM DENOMINADORES DIFERENTES
Definicdo 9: Tiramos o m.m.c. dos denominadores, reduzindo as fragdes ao
mesmo denominador; efetuando-se as operacdes indicadas no numerador e

simplificando, se possivel a fra(;éo resultante.

+ —_—
- x+1°

Exemplo 11: Efetue
Resolugdo: Primeiramente, observamos os denominadores das fragdes e
percebemos que na primeira fragdo algébrica o denominador x? — 1, de acordo com a
Definicdo 5, x? — 1 pode ser escrito na forma f(x) . g(x) , logo x2 — 1 € um polinémio
redutivel, pode ser escrito como (x + 1)(x — 1), e o denominador da segunda fragéo €

irredutivel. Reescrevendo a soma, temos:
2X x—1
(x+1)(x—-1)  x+1°

Os fatores que compde o0 m.m.c séo: (x + 1)(x — 1) e (x + 1), 0 m.m.c sera o fator
comum e Nndo comum com Seus maiores expoentes, ou seja, 0 m.m.c nesse caso sera
(x+1D(x—-1).
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Logo,
2x x—1  2x+(x—-1)(x—1)
(x+1)(x-1)  x+1  (x+1)(x-1)
2x +x—1_2x+x2—2x+1
(x+Dx-1) x+1 (x+1)(x—1)
2x x—1_  x*+1
GiDG-D x+1 G+Dx-D
Portanto,

2x x-1 _ x24+1
(x+1)(x-1)  x+1 x2—1

Através da definicdo a seguir, exemplificaremos a multiplicacdo entre fracGes

algébricas.

MULTIPLICACAO DE FRACOES ALGEBRICAS
Definicdo 10: Multiplica-se numerador com numerador e denominador com

denominador, assim como Multiplicagéo de fragbes abordado no item 1.2.

3x2  x%+4x+4
Exemplo 11: Efetue :
2x+4

2x
Resolucao: De acordo com a Definicdo 10 deste item, temos:

3x? x*+4x+4 3x*(x* +4x+4)
2x + 4 2x - (2x+4)2x

No desenvolvimento das multiplicagbes algébricas utilizamos também como

fundamentacéo o Teorema 3:

3x2 x?’4+4x+4 B 3x* + 12x3 + 12x2
2x + 4 2x B 4x2 4 8x
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DIVISAO DE FRACOES ALGEBRICAS
Definicdo 11: Para realizarmos a divisdo entre fracdes algébricas, conservamos
a primeira fracdo e multiplicamos pelo inverso da segunda, assim como Diviséo de

fracOes abordado no item 1.2.

(x+y)?  x+y
x=y (x-y)?’

Exemplo 12: Efetue com X # Y.

Resolucao: Na divisao de fracdes algébricas assim como na divisdo de fracdes,
também abordado no item 1.2 desta fundamentacéo. A primeira fracdo sempre sera a
gue esta localizada na esquerda e segunda fracao a direita, logo:

De acordo com a Definicdo 11 deste item, temos:

(x+y)? x+y (x+y)? (x—y)?
x—y (x=-y)? x-y x+y

G+y)? x4y _(x+NE+Y) F-nNE-y)
x—y (x—y)? x—y x+y

Apos realizar Definicdo 11, se deparamos novamente com a multiplicacdo de

fracdes algébricas recorrendo a Defini¢do 10, resulta em:

+y)? x+y  @EHNE+PE-yE-y)
x—y (x—y)? (x—y)x+y)
Simplificando,

(x+y)? x+y @+ +y)E=-y)

x—y (x-y?% (=) (x+y)
(x+y)? x+y B
x—y (x_y)z_(x-l_y)(x y)
Assim,
(x+y)? x+y .
. =x2—y

x—y (x—y)?
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Concluimos que, resolvendo o exemplo 12 de acordo com a definicdo 11, o
exemplo resulta a expresséo x? — y? como ja abordado anteriormente esse polindmio se

enquadra dentro da Defini¢éo 5, logo ele é considerado como um polinémio redutivel.

1.5 FUNCOES RACIONAIS
Definicdo 12: S&o denominadas fun¢Bes racionais, o quociente de dois

polindmios.

Onde N(x) e D(x) sao polinbmios e D(x) ndo nulo.

Esta definicdo decorre que:

Exemplos:

5 ~ . , A
e ¢ funcao racional, o numerador é: 5 de polinbmio de grau zero e o

denominador é: x — 2 . De acordo com a Defini¢cdo 12 o quociente tem que

ser polinémio.

3

—z—, € funcdo racional, o numerador é: x3 —7 e o denominador é:x* — 2.

Tanto o numerador quando o denominador sao polinémios.

FUNCOES RACIONAIS PROPRIAS
Definicdo 13: Uma funcado racional é dita propria se o grau polinbmio do seu

numerador € menor que o grau do polinbmio de seu denominador.

De acordo com a definicdo acima,

Exemplos:
4x—1

e —— ¢ funcdo racional propri N)=1 D) = 3. Com N
T3ixgg C funcao acional prépria, o gr(N) e gr(D) = 3. Como gr(N) <

gr(D) satisfaz a definicédo.
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3x2+4x-1 NEO & funca ional broori W) =2 D)=2.C
2112 N80 € funcdo racional propria, o gr e gr omo
gr(N) = gr(D). De acordo com Defini¢éo 13, o grau do numerador tem que

ser menor que denominador.

A partir desse segundo exemplo, surge a necessidade de uma definicdo quando
nao ocorre a condicdo quando o grau do numerador € menor que o grau do polindémio

de seu denominador. Vejamos a seguir.

FUNCOES RACIONAIS IMPROPRIAS
Definicdo 14: Uma funcdo racional é dita imprépria se o grau do seu numerador €

maior ou igual que o grau de seu denominador, entéo:
Se gr(N) > gr(D) ou gr(N) = gr(D) .
De acordo com a definigdo acima,

Exemplos:

3x%4+4x-1
XZ+x+2

gr(N) = gr(D).

x3+4x-1

——— é funcao racional imprépria, o N)=3 e D) = 2. Temos
 Zioril C prop gr(N) gr(D)

é funcéo racional impropria, o gr(N) =2 e gr(D) = 2. Temos

gr(N) > gr(D).

4x—-1
——— nao é funcao racional imprépria, o N)=1e¢e D) = 3. De
* T ixrz c prop gr(N) gr(D)

acordo com a Defini¢cao 14 o grau do numerador tem que ser maior.

Observacao das funcgdes racionais improprias

O4. Sempre podemos expressar uma funcao racional impropria como uma soma
de um polinbmio com uma fungao racional propria (preservando — se o denominador da
funcao improépria);

Sabendo que N(x) e D(x) sé@o polindbmios e fun¢des racionais improprias.
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NGO R()
DI RRNA 1O

Onde Q(x) e R(x) séao, respectivamente, o quociente e o resto da divisdo de N(x)

por D(x).

2x%2+7x+6

Exemplo 13: Seja a funcéo racional 72003

Resolucédo: Observamos que gr(A) = gr(B) = 2. Entéo, de acordo com Defini¢céo
14, podemos afirmar que a fracdo do exemplo é racional imprépria. Com isso, essa fracédo
satisfaz a observacdo O4. Resumidamente, toda fragao deste tipo podemos “extrair os

inteiros”. Resolvendo o desenvolvimento a luz do Exemplo 6. Temos:

A(x) =B(x).Q(x) + R(x)

Substituindo A = 2x%2 + 7x + 6 € B(x) = x? + 2x + 3, resulta:
2x>+7x+6 = (x?+2x+3).a+bx+c
2x2+7x+6=ax*+ (2a+ b)x + (3a +¢)

Pela igualdade de polindmios, item 1.3.2, forma-se o seguinte sistema:

a=2
2a+b=7
3a+c=6

Como o ja sabemos o valor de a, substituindo nas outras equacdes que encontramos b =
3ec=0.Logo, Q(x) =2 e R(x) = 3x.

Assim, de acordo com O4. podemos escrever a fun¢ao imprépria na forma:

2x2+7x+6_2+ 3x
x2+2x+3 x2+2x+3

FRAC}@ES RACIONAIS SIMPLES
Definicdo 15: Sao fracdes racionais simples, as funcdes que possuem a seguinte

configuragao:
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A

(x —x)"

Temos que x € a variavel independente, A e x; sao constantes reais e n € um

ndmero natural.

Observacao das fracdes racionais simples
O5. A soma de duas ou mais fragdes racionais simples, resulta em uma funcéo

racional propria.

5

- ~ .. 3
Exemplo 14: Determine a soma das fragfes racionais T + T2

Resolucao: Utilizando a definicdo de Soma entre duas fracdes, temos:

3 N 5 3(x—-2)+5(x+1) 8x —1 . Bx—1
x+1 x-2  (x+Dx-2)  (x+Dx-2) x2-—x-2

Assim, concluimos que é valido a observacao O5.

A ideia, agora, € inverter esse processo e escrever uma fragdo dada como uma
soma de fracdes, cada uma das quais tendo um denominador mais simples. Esse
procedimento é denominado como decomposicdo em fragdes parciais que iremos abordar
no tépico a seguir, cada caso de decomposi¢cdo dependerd do grau do polinémio que

aparecer no denominador.

1.6 RESOLUC}AO DE SISTEMAS LINEARES
4Resolver um sistema linear significa obter o conjunto S, chamado de conjunto
solucdo do sistema, cujos elementos sdo todas as solugbes do sistema. Entre varios
métodos existentes para a solu¢do de um sistema linear, iremos abordar especificamente
0 escalonamento. Para isso precisamos definir o sistema linear escalonado.
Definigcdo 16: Um sistema linear é escalonado, ou esta na forma escalonada se

somente se:

4 As definicdes 16 e 17 estd de acordo com (PAIVA, 2004)
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i) Todas as equacgles apresentarem as incognitas em uma mesma ordem;

i) Em cada equacao existe pelo menos um coeficiente, de alguma incognita, ndo
nulo;

iii) Existe uma ordem para as equacgoOes tal que, de uma equacgao para a outra,
aumenta o numero de coeficientes nulos que antecedem o primeiro coeficiente

nao nulo.

Exemplo 15:

Ox + 5y + 4z =8 é um sistema linear escalonado que satisfaz a Definicdo 16, e

2x+3y—z=2
. {
Ox+0y+3z=6

2x+3y—z=2
que pode ser representado simplesmente por{ 5y + 4z =8
32=6 .

3x+y+5z=2
{Ox+ 2y —2z=1 nao é um sistema linear escalonado, porque o ndamero de
Ox+4y+2z=3
coeficientes nulos que antecedem o primeiro coeficiente n&do nulo de cada equacao
nao aumenta de uma equacéao para a outra (da 22 para a 32 equacao), logo néo

satisfaz o item iii) da Defini¢do 16.

1.6.1 RESOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR ESCALONADO
Existem apenas dois tipos de sistema linear escalonado, séo eles:
13Tipo: com o numero de equacdes igual ao nimero de incognitas;

22Tipo: com o0 numero de equagdes menor que o numero de incognitas;

RESOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR ESCALONADO DO 1° TIPO

Exemplo 16: Observe o sistema abaixo

4x +y+3z=5
S5y—-2z=4
3z=9
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Resolucéo: Trata-se de um sistema linear escalonado do 12tipo, pois tem o nimero de
equacdes iguais o numero de incognitas. Para solucionar esse sistema, resolvemos as
equacdes de baixo para cima.
Iremos determinar o valor de z, como 3z = 9, entdo z = 3 .
Substituindo o valor de z na segunda equacao, temos:
S5y—-2z=4
5y —23=4
S5y=4+6
5y =10
y=2
Substituindo os valores de y e z na primeira equagéo, encontramos x.
4x +y+3z=5
4x +2+33=5

4x =5-11
4x = —6
B 3

=73

Logo, o conjunto solucéo do sistema é: S = {(—% 2,3)} .

Propriedade do sistema linear escalonado do 1°tipo
P 5. Todo sistema linear escalonado do 1° tipo é possivel e determinado (SPD), ou

seja, conseguimos determinar os valores para as incognitas do sistema.

1.6.2 SISTEMAS LINEARES EQUIVALENTES
Definicao 17: Dois sistemas lineares, A e A’, sdo equivalentes se, e somente se,

tém o mesmo conjunto solucdo. Indicaremos que A e A’ sdo equivalentes por A ~ A'.

Exemplo 17: Os sistemas A:{x Ty i 7 eA” {x +}_]: !
x—y=1 =3

como conjunto solucéo S = {(4,3)} .

sao equivalentes, pois ambos tém

Propriedade dos sistemas lineares equivalentes
Sendo A,A" e A" sistemas lineares, decorrem da definicAo as seguintes

propriedades:
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P 6. Propriedade Reflexiva: A~A
P 7. Propriedade Simétrica: Se A~A’, entdo A'~A
P 8. Propriedade Transitiva: Se A~A" e A'~A", entdo A~A"

1.6.3 ESCALONAMENTO DE UM SISTEMA LINEAR

A resolucdo de um sistema linear escalonado é simples, conforme exemplificado
nesse topico 1.6. A principal finalidade de relembrar esse método de resolugéo, sera no
desenvolvimento dos sistemas de equacgbes lineares naquelas aplicacdes de
decomposicdes has questdes de vestibulares a nivel médio, tendo em vista que os alunos
estudaram o assunto no 2° ano, com o intuito de encontrar as incognitas que fazem parte
da decomposicdo das fracdes parciais. Esse método transforma um sistema linear
possivel e ndo escalonado em um sistema equivalente na forma escalonada para melhor

entendimento, observe o exemplo a seguir:

x+3y=5

Exemplo 18: Determine a solucéo do sistema A: {Zx +7y =12
Resolucao: Para escalona-lo, precisamos zerar um dos coeficientes da ultima equacao.

Multiplicando a 12 equacéo por (-2), iremos obter o sistema equivalente:

e {—Zx — 6y =-10
2x+7y =12

Substituindo, no sistema A’, a 22 equacao pela soma dela com a 1% temos o seguinte

sistema;

A {—Zx — 6y =-—10
' Ox+y=2

Note que A”~A e que A" esta na forma escalonada.
Substituindo o valor de y, de acordo com a Definicdo 17, como 0s sistemas possuem a

mesma solucao é correto realizar essa substituicdo. Temos:

x+3y=5

x+32=5
x=5-6
x=-1.

Assim, a solugéo do sistema sera S = {(—1,2)}.
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E valida as observacdes abaixo na técnica que usaremos para transformar um sistema
linear possivel em um equivalente na forma escalonada.
Observacdes dos sistemas lineares:
06. Permutando entre si duas ou mais equacgfes de um sistema linear A, obtemos
um novo sistema linear A’, equivalente a A
O7. Multiplicando (ou dividindo) ambos os membros de uma equacdo de um
sistema linear A por uma constante K, com K diferente de 0, obtemos um novo
sistema A’, equivalente a A.
08. Substituindo uma equacédo de um sistema linear A pela soma, membro a
membro, dessa equacdo com outra desse sistema, obtemos um novo sistema A’,

equivalente a A

Com base nesse método de resolucéo de sistemas lineares, vejamos a seguir 0s casos

de decomposicéo de fracdes parciais.

1.7 CASOS DE DECOMPOSICAO
A decomposicao de uma fracéo racional em fracdes parciais pode ser considerada
0 processo inverso de adicao ou subtracdo de duas, ou mais fracdes.
A seguir, conheceremos e demonstraremos 0s teoremas que relacionam cada um
destes quatro casos de fracfes parciais. Além disso, no terceiro e ultimo capitulo deste
trabalho, apresentaremos dois métodos de resolucao para o desenvolvimento das fracdes

parciais:

1.7.1 1° CASO: PRODUTOS DE FATORES LINEARES DISTINTOS
O primeiro caso de decomposicdo chamado de produtos de fatores lineares
distintos, € uma das mais importantes e utilizadas nos casos simples de decomposicao,
de acordo com a Definicdo 13, s6 é possivel acontecer esse caso quando a fracao
racional for classificada como propria, ou seja, o grau do numerador tem que ser menor
gue o grau do denominador.
5Seja a fungdo racional na seguinte forma:

pC)

f(x)=q(x) :

5> Secdo esta de acordo com (GUIDORRIZI, 2004)
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Sendo o gr(p) = 1 e gr(q) = 2, considerando as raizes distintas do polindmio q(x)
sendo x; e x, , esse primeiro caso nos possibilita a decompor a fragcdo na seguinte forma:

p(x)
(= x1)(x — x3)

f&) =

Para que isso aconteca precisaremos do teorema a seguir:

Teorema 4: Os fatores lineares de g(x) sao lineares e distintos.

Neste caso, podemos escrever q(x) na forma.

q(x) = (x —x) (x = x3) ... (x = xp)

Onde os x;,i = 1, ....., n, sdo distintos dois a dois.
Entédo a decomposicdo da funcao racional f(x) = % em frac6es mais simples &
dada por:
A B Z
f(x) = + + ot
X—X1 X—X X — Xp

Onde 4, B,.... e Z sao constantes que devem ser determinadas.

1.7.2 2°CASO: PRODUTOS DE FATORES LINEARES REPETIDOS
A principal diferenca entre o primeiro caso exemplificado anteriormente para
esse segundo caso sdo as raizes do polindmio q(x). Considerando uma funcéo racional
na forma abaixo, e de acordo com a Definigdo 13.

_Pp™
F6) =25

Sendo o gr(p) =1 e gr(q) = 2, e considerando que as raizes do polinbmio g(x)
séo iguais, entdo x; = x, , 0s fatores lineares repetidos nos possibilitam a decompor a

fracdo na seguinte forma.

p(x) _ pM)
(x —x)(x — x1) - (x — x1)?

f&) =

Para que isso aconteca precisaremos do teorema a seguir:
Teorema 5: Se um fator linear x — x; de q(x) tem multiplicidade r, a esse fator

correspondera uma soma de fragdes parciais da forma a seguir:
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A5 L
(x—x)"  (x—x)" 1t X — X

f&) =

1.7.3  3°CASO: FATORES LINEARES QUADRATICOS IRREDUTIVEIS DISTINTOS
Vejamos, agora, o terceiro caso de decomposicdo das fracbes racionais que
possuem no denominador polindmios, que de acordo com a Definicdo 5, sdo aqueles
classificados como irredutiveis, ou seja, polinbmios que ndo possuem raizes reais. Para

gue isso aconteca precisaremos do teorema a seguir.

Teorema 6: Sejam m,n,p,a, b, c e « nUmeros reais dados tais que A = b? — 4ac <

0. Entdo existem constantes A, B e D tais que.

m?+nx+p A N Bx+ D
(x— a)(ax?+bx+c) x—a ax?+bx+c

1.7.4 4° CASO: FATORES QUADRATICOS IRREDUTIVEIS REPETIDOS

Teorema 7: Se um fator quadréatico x? + bx + ¢ de g(x) tem multiplicidade s ,a esse

fator correspondera uma soma de fracfes parciais da forma:

Ax + B 4 Cx+D + +Yx+Z
(x2+bx+c)" (x?>+bx+ )t xX—a;

Algumas demonstracdes do teorema acima

Demonstracao do Teorema 4 : (para o caso de n = 2)
Sejam x; ,x,, A € B numeros reais, com x; # x,. Entdo existem constantes
A e B tais que:
A N B A(x—x3)+ B(x—x;)

X—x; x—x  (x—x)(x—x)
A B (A+B)x—Ax; —Bxy
X—x x—x  (x—x)(x—x)

Utilizando a igualdade dos denominadores, basta mostrar que existem A e B tais

que:
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{A +B=m
Ax, + Bx; = —n .
Este sistema admite solucéo Unica dada por:
xym+n a,m+n
A=——eB=——"—
X1 — X2 X1 — X3

Como x; # x, # 0 podemos concluir que é possivel escrever a fragcao racional na

decomposicéo de duas fracdes.

mx+n A B

(x—xl)(x—az):x—xl-l_x—az O

Onde 4, B ...., Z. séo constantes que devem ser determinadas.

Demonstracdo do Teorema 5: (para o caso de n = 2)

Sejam x; , x5, A € B nUmeros reais, com x; = x,. Entdo:

mx+n mx—mx; mx;+n

@—1)? (—x)?  (x—x)?

mx+n  m(x—x) mx+n

(x — x1)? B (x —x1)%  (x —xp)?

mx+n  m(x=Xy) mx, +n
(x—x)% (x- x)(r<x1)  (x— x1)?

mx +n m mx; +n

—x)?2 (x—x)  (x—x)?

Tomando — se, entdo,A= me B =mx; +n.:

mx+n A B

@—x)? @-x)  (—x)?
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Demonstracdo do Teorema 6:
Realizando a operacdo de soma OP1 entre as fracbes do segundo membro da

equacao (1.1), temos:

A Bx+D A(ax* 4+ bx+c)+ (Bx + D)(x — a)
+ =
x—a ax:+bx+c (x — a)(ax? + bx +¢)

Resolvendo as operacgdes no segundo membro da equacdo de acordo com a

Definicdo 10, entéo:

A s Bx+D  (aA+B)x*+ (bA— aB+D)x+ (cA—aD)
x—a ax?+bx+c (x — a@)(ax? + bx + ¢)

A partir da equacédo, de acordo com Definicdo 3, temos a igualdade entre os

polindbmios

m?+nx+p _ (@A + B)x* + (bA— aB + D)x + (cA—aD)
(x— a)(ax? +bx+c) (x — a)(ax? + bx + ¢)

Basta entdo, mostrar que existem A, B e D tais que, satisfaca o seguinte sistema:

adA+B=m
{bA—aB+D=n
cA—aD=p

O determinante do sistema é

a 1 0

b —a 1|=acd®?+ba+c+0
c 0 -«

Pois, ax? + bx + ¢ ndo admite raiz real. O sistema acima admite, entdo, uma Unica

solugéo. O
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2 METODOLOGIA DA PESQUISA
2.1ABORDAGEM METODOLOGICA
Esta pesquisa possui o intuito de apresentar uma metodologia de aprendizagem,
na qual o estudante ao analisar a questéo, tenha o entendimento do problema e visualize

guais os métodos de aplicacbes para as fracdes parciais.

A Metodologia, em um nivel aplicado, examina, descreve e avalia métodos
e técnicas de pesquisa que possibilitam a coleta e o processamento de
informacdes, visando ao encaminhamento e a resolucdo de problemas e/ou
questdes de investigacdo (PRODANOV; FREITAS, 2013, p.14).

A abordagem utilizada possui natureza qualitativa, segundo Creswell (2007), o
pesquisador qualitativo € aquele que usa uma ou mais estratégias de investigacdo como
guia de estudo, enquanto o pesquisador iniciante usa apenas uma estratégia.

No que tange a estratégia de investigacdo empregada, pode-se destacar a
pesquisa explicativa. Nesse contexto, Gil (2008, p.47) ressalta, em sua obra, que esse tipo
de pesquisa seria aquele que mais aprofunda o conhecimento da realidade, tendo em
vista que ela explica os motivos e o porqué das coisas, tornando-se complexa e delicada.

Quanto ao procedimento técnico, de maneira auxiliar no entendimento do assunto
das fracbes parciais, buscou -se o aprofundamento do tema através de procedimento
bibliogréafico, a fim de ampliar o entendimento acerca das fragbes parciais e as suas
ramificacfes, sendo utilizado obras de autores, tais como: Boyer (1996), que de modo
geral apresenta a histéria da matematica; Domingues (1991), que explana a definicdo
formal de fragcéo; e Guidorizzi (2014), que contribui com as demonstra¢gdes dos casos de
decomposicéo.

As referéncias de (IEZZI 2013), (PAIVA, 2004), (BIANCHINNI, 1998) e (MACHADO,
2004) abordaram conceitos e técnicas preliminares para o entendimento de resolugéo das
fracOes parciais, e (ZILL,2001) apresentou em seu livro as transformadas inversas de

Laplace.

2.2 ETAPAS DA PESQUISA

12 etapa: Pesquisa bibliografica a partir das obras de Boyer (1996), Bianchinni
(1998), Domingues (1991), zZill (2001), Paiva (2004), Machado (2004), lezzi (2013) e
Guidorizzi (2014),
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22 etapa: Elaboracdo das secfes da fundamentacéo tedrica, a partir da pesquisa
bibliografica inicial;

32 etapa: Anadlise dos tipos e métodos de resolucao relacionados as fragdes parciais
gue sao cobrados nos concursos e vestibulares;

42 etapa: Selecionar 20 questbes de concursos e vestibulares que permitam
desenvolvé-las por meio das fracdes parciais;

52 etapa: Resolver as questdes selecionadas sob a luz dos principios tedricos dos
métodos de resolugdo, bem como o raciocinio l6gico do entendimento das operacdes
entre as fracGes, polindbmios, e a resolucdo de sistemas do primeiro grau, e para o
desenvolvimento do sistema de equacdo utilizaremos os métodos simples: adicao,
substituicdo e comparagdo. para complementarmos utilizamos também o método de

escalonamento.
3 APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

3.1 METODOS DE RESOLUCAO DE FRACOES PARCIAIS
A seguir, abordaremos 3 métodos para decompor uma funcao racional em soma
de fracBes parciais. Cada método tem suas vantagens, sendo que a maior ou menor

conveniéncia de um método depende do problema em questéo.

3.1.1 M1: METODO IGUALANDO OS COEFICIENTES ATRAVES DE SISTEMAS
5Esse método é o mais utilizado para decompor as fracées, ele se aplica em todas

as situacdes em todos os casos de decomposicoes.

Exemplo 19. (Resolucdo 1) Determine a decomposi¢cdo em fragbes parciais de
8x—-1
(x+1)(x=2)
Resolucéo:
A fim de utilizar o teorema 4, observamos que o denominador da fracdo séo fatores
lineares distintos, g(x) = (x + 1)(x — 2) entdo conseguimos escrever a fracdo racional na

soma de fra¢des parciais. O objetivo é encontrar os coeficientes A e B, tais que:

6 Nesta secdo a abordagem do método de solucdo estd baseada em (MACHADO, 2004)
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x+1Dx—-2) x+1 x-—2

Realizando a soma entre as fragdes do segundo membro da equacéo (3.1), temos:

8x —1 _A(x—-2)+B(x+1)
x+D(x-2)  (x+Dx-2)

Assim, temos duas fragdes iguais com o0 mesmo denominador, decorre que essas
fracOes também tém necessariamente o mesmo numerador e, portanto, temos a igualdade
de polinémios. De acordo com a definicdo 3, entao:

8x—1=A(x—-2)+B(x+1)=(A+B)x+(—2A+B) (3.2)

Igualando os polindbmios da equacéo (3.2), formamos o seguinte sistema:

{ A+B=28
—2A+B=-1

Multiplicando a segunda equacao por —1, temos:
{AQ%=8
2A-B=1
Somando as duas equacfes, obtemos:
34=9 . A=3.

Substituindo o valor de A = 3 na primeira, encontramos B = 5 . Assim, escrevemos

a decomposicéao da fracao parcial, substituindo na equacéo (3.1), na forma a seguir.

Bx-1 _ 3 5

A seguir, abordaremos o 2° caso de decomposic¢éao, a principal diferenga para este
1°caso serd o polinbmio que aparecera no denominador, pois possui raizes multiplas de
um determinado numero.

—4x3+10x2%2-3x+3
(x—1)3(x+2)

Exemplo 20. Determine a decomposicao em fragdes parciais de

Resolucéao:
Utilizando o teorema 5, procuramos constantes A, B, C e D tais que:
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—4x®+10x*-3x+3 A N B N c N D
(x—13(x+2)  (x—-1)3 (x-1)2% x-1 x+2 (3.4)

Realizando a soma entre as fragcbes do segundo membro da equacao (3.4) de

acordo com a operacéao definida, temos:

—4x° +10x* =3x+3 A(x+2)+Bx—-Dx+2)+C(x - 1D*(x+2) + D(x — 1)°
(x—13(x+2) (x —1)3(x +2)

(3.5)
No decorrer deste desenvolvimento, procedemos da mesma maneira como no

exemplo anterior. Como os polindmios da equacéo (3.5) possuem o0 mesmo denominador

de acordo com a Definicao 8, temos que:

—4x3 +10x2—-3x+3=A(x+2)+B(x—1Dx+2)+C(x—1D*(x+2)+D(x — 1)3
—4x3 +10x%2 —3x + 3
=A(x+2)+B(x?+x—-1)+C(x®—-3x+2)+D(x3—3x2+3x—1)
—4x3 +10x2 —3x +3
=(C+D)x3+(B-3D)x2+(A+B—3C+3D)x+ (24—2B +2C —D)
(3.6)
Igualando os coeficientes da equacéo (3.6), formamos o sistema abaixo:

C+D=—-4
B—-3D =10
A+B-3C+3D=-3
2A—2B+2C—-—D =3

Substituindo a primeira e a segunda equacdo na terceira e quarta equagao,

obtemos:

{A+9D=—25
2A—-9D =31

Somando se as equacdes, temos:
Obtemos 34 =6, ou seja, A=2 e, entdo, D=-3 eB=1e (= -—1. Assim,

substituindo os coeficientes na equacéo (3.4), a decomposicéo fica na forma:
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—4x* +10x* —3x+3 2 R S S
(x—1)3x+2)  (x—-18 (x-12 x-1 x+2 |’ (3.7)

O terceiro caso de decomposicdo, ocorre quando o denominador tem fatores

guadraticos irredutiveis (fatores do 2° grau sem raizes reais), vejamos o exemplo 17.

2x-3
x3+x

Exemplo 21. Determine a decomposi¢cao em fracdes parciais de

Resolucéo:

Observamos o denominador x3 + x, colocando o fator comum em evidéncia podemos
escrever na forma fatorada x3 + x = x(x* + 1) de acordo com a defini¢do 5 o termo
x% + 1 é um fator irredutivel. Utilizando o teorema 6, procuramos constantes 4, B, e C tais

que:

2x—3 Ax + B C

2 D) 2D T x (3.8)

Realizaremos a soma entre as fragcbes do segundo membro da equacgéo (3.8),

como os denominadores sao diferentes utilizaremos da Definicao 9, Entéo:

2x—3  x.(Ax+B)+C(x*+1) (3.9)
x(x24+1) x(x2+1)
Aplicando a propriedade de distributiva no numerador do segundo membro da

equacao (3.9), temos:

2x—3  Ax*+Bx+Cx*+C
x(x2+1) x(x?+1)

2x—3  (A+0O)x*+Bx+C
x(x2+1) x(x?+1)

(3.10)

Como os polindbmios da equacéao (3.10) possuem o mesmo denominador de acordo

com a Defini¢do 8, temos que:

2x—3=(A+C)x®>+Bx +C (3.11)
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Utilizando a Definicdo 3, na equacédo (3.11) como consequéncia formamos o seguinte

sistema;

oS

Il S+
[

o
W ol

Resolvendo o sistema obtemos os valores dos coeficientes C = -3, A=3eB =2
. Assim, substituindo esses valores na equacéao (3.8) podemos escrever a decomposicao

da fracdo racional na forma:

2x—-3  3x+2 3
x(x2+1) (x2+4+1) «x

(3.12)

Esse tipo de decomposi¢cdo funciona mesmo se os fatores quadraticos tém raizes

reais, desde que estas ndo sejam raizes de outros fatores do denominador.

3

. - ~ . x

Exemplo 22. Determine a decomposicao em fragdes parciais de m
Resolucéo:

Observamos para o denominador se deparamos com (x2? + 1)? que é uma quadratica

irredutivel repetida. Utilizando o teorema 7, procuremos constantes A4, B, C e D tais que:

x3 Ax + B Cx+ D

G2+ 1?2 241 (2t 1) (3.13)

Realizando a soma entre as fragdes do segundo membro da equacéo (3.13), como
os denominadores séo diferentes utilizaremos da Definigcdo 9, para desenvolvimento da

decomposicéo. Entéo:

x> (Ax+B)(x*+1) + (Cx + D) (3.14)
(x2+1)2 (x2 +1)2

A fim de utilizar a Defini¢cdo 10 no segundo membro da equagéao (3.14), temos:
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x*  Ax®+Ax+Bx*+B+Cx+D
(x2+1)2 (x2 + 1)2

x> Ax*+Bx*+x(A+C)+B+D (3.15)
(x2+1)2 (x2 + 1)2 '

Como os polindbmios da equacéo (3.15) possuem o mesmo denominador de acordo

com a Definicdo 8, temos que:
x3=Ax3+Bx>*+x(A+C)+B+D (3.16)

Utilizando a Definicdo 3, na equacédo (3.16) como consequéncia formamos o seguinte
sistema:

A=1

B=0
A+C=0
B+D=0

Obtemos A =1, B=0,C=-1e D =0 . Assim, substituindo esses valores na

equacao (3.13) podemos escrever a decomposicao da fracdo racional na forma:

x3 x x

GZ+1)2 2+1  (x2+1)2 | (3.17)

Verificou-se que de fato que é importante analisarmos primeiramente 0s assuntos que
antecedem as fracOes parciais, para que possamos com base nessas defini¢cdes,
teoremas, propriedades e observacgdes feitas, trabalharmos os métodos de resolugdes.

Percebemos que apos utilizar esses casos de decomposi¢des, ndo é tdo simples
ter uma maneira elementar de resolver cada situacéo, quando identificamos as fracdes
racionais devemos primeiramente observarmos o polinbmio presente no seu

denominador; entretanto, serd necessario desenvolver outro método de resolucgéo.
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3.1.2 M2: METODO DE HEAVISIDE
‘Esse método é utilizado para decompor fracdo propria. Esse tipo de
decomposicdo também é utilizado no célculo de integrais de funcdes racionais e na

transformada inversa de Laplace.

Exemplo 19. (Resolucao 2) Determine a decomposicdo em fragbes parciais de
8x—1

(x+1)(x-2) "

Resolucao: A fim de utilizar o teorema 4, observamos que o denominador da fracdo
sdo fatores lineares distintos, g(x) = (x + 1)(x — 2) entdo conseguimos escrever a
fracdo racional na soma de fragBes parciais. O objetivo é encontrar os coeficientes A e

B, tais que:

8x-1 _ A B
(x+1D(x—-2) x+1 x-2 (3.18)

Utilizando o método de Heaviside, precisamos identificar o valor que zera o
denominador da fracdo em que o coeficiente que esta localizado. Observe a equacéo
(3.18) abaixo:

8x —1 N B
(x+1)(x—2) x—2

Analisando a fracdo em destaque, para que o denominador resulte um valor nulo,
0 x tem que serigual a — 1, substituindo esse valor no primeiro membro da equacéao (3.18)

e desconsiderando o fator x + 1, temos:

8Bx—1 8(-1)-1 -9

-2 (—1-2 =3 °

Com isso, encontramos que o valor do coeficiente A sera igual a 3.

7 Nesta secdo a abordagem do método de solucdo estd baseada em (ZILL, 2001)
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O mesmo processo iremos fazer para encontrarmos o coeficiente B, precisamos

identificar qual o valor que zera o denominador da fracdo que se encontra.

Bx—1 A
x+D(x-2) x+1

Nesse caso, para zerar o denominador o valor de x tem que ser igual a 2,
substituindo esse valor primeiro membro da equacédo (3.18) e desconsiderando o fator

x — 2, temos:

8x—1 82-1 16—1 15
x+1) @+1) 3 3

Assim, concluimos que o valor dos coeficientes sdo A =3 e B =5, substituindo

esses valores na equacédo (3.18) escrevemos a decomposicdo da fracao racional na

forma:

8x—1 _ 3 5
x+1D(x-2) x+1 x—-2 (3.19)

2x+1

E lo 23: Determine a d icio em fragd lais d
Xempo etermine a ecompOSI(;aO em ra(;oes pal‘CIaIS e x(x-l'l)(x_z)

Resolucéao: Utilizando o 1°caso de decomposicdo com base no teorema 4, conseguimos

escrever a fracao na forma:

2x +1 _A+ B 4 C
x(x+1D(x—-2) x x+1 x-2

(3.20)

Desenvolvendo pelo M2, para encontrar o coeficiente A, temos que observar o valor

gue zera o denominador que se encontra o coeficiente.

2x +1 _ 4 B 4 C
x(x+1D(x—-2) x+1 x-2
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Nesse caso, percebemos que basta colocar o niumero O no denominador do
coeficiente A que automaticamente seu denominador fica nulo, substituindo esse valor no

primeiro membro equacao (3.20), e desconsiderando o fator x no denominador, temos:

2x +1 20+1 +1 1 1

x+1Dx-2) 0+D0O0-2) 1(-2) -2 2

Logo, o valor do coeficiente A = —1/2, continuaremos esse mesmo processo para

encontrarmos 0s outros coeficientes.

A fim de encontrar o coeficiente B, novamente identificaremos o valor que zera o

denominador da fracdo que se encontra o coeficiente B.

2x +1 B A+ B N C
x(x+1D(x—-2)  «x x+1) x-2

Nesse caso, como o denominador é x + 1, o valor que zera essa expressao € o - 1.
Entdo, substituindo esse valor de x no primeiro membro da equacao (3.20), e

desconsiderando o fator x + 1 temos:

2x+1 _ 2.(-D+1  -24+1 -1 _
x(x—2) (-D(-1-2) (-1)(-3) +3 3

Logo, o valor do coeficiente B = —1/3, por fim faremos o0 mesmo processo para

encontrar o ultimo coeficiente.

2x +1 B A+ B N
x(x+1D(x-2) «x

x+1
Nesse caso, como o denominador é x — 2, 0 valor que zera essa expressao é x
igual a 2. Entéo, substituindo esse valor de x no lado no primeiro membro da equacgéo

(3.20), e desconsiderando o fator, temos:
2x +1 224+1 441 5

xx+1) 22+1 23 6
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Logo, o valor do coeficiente C = 5/6, assim substituindo os valores encontrados na
equacao (3.20), resulta:

-1 -1 5
2x+1 a 3 6

x(x+1)(x—2): x * x+1 * x—2

Como no numerador temos fra¢des, realizando a divisdo de fragédo, temos:

241 1 1 5
XGADE-2) " 2x 3G+D | x-2

(3.21)

3.1.3 TRANSFORMADA DE INVERSA DE LAPLACE
!Nesse método trabalharemos com problemas de transformada inversa, ou seja,
dada uma funcéo F(s), tentaremos encontrar uma fungcédo F(t) cuja transformada de
Laplace seja F(s). Dizemos entdo que F(t) é a transformada de Laplace inversa de F(s)
e escrevemos na forma.
F(t) = L7HF(s)}
A transformada de Laplace inversa € uma transformada linear; isto €, para

constantes a e 3,
L7HaF(s) + pG(s)} = aL™H{F(s)} + BLTHG(s)}

O uso de fracBes parciais € muito importante para encontrar a transformada de

Laplace para que isso aconteca precisaremos da seguinte transformada inversa:

eat = 1 1
Ss—a

Resolveremos dois casos basicos desse método. Com exemplo, os denominadores que

contém, fatores lineares distintos e fatores lineares repetidos. Sao respectivamente os 2

primeiros casos de decomposi¢cao como ja vistos nesse trabalho.

8 Nesta secdo a abordagem do método de solucdo estd baseada em (ZILL, 2001)
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Exemplo 24: Calcule

L {(s - 1D(s %1- 2)(s+ 4)}

Resolucéo: (Heaviside) Utilizando o 1°caso de decomposicdo com base no teorema 4,

existem anicas constantes A, B e C tais que.

1 A 4 B 4 C
s—D(G+2)(s+4) s—1 s+2 s+4

(3.22)

Utilizando o método de Heaviside M2, para determinar o valor dos coeficientes
precisamos identificar o valor que zera o denominador da fracdo em que o coeficiente que

esta localizado. Observe a equacéo (3.22) abaixo:

1 B N B N C
s—D(G+2)(+4) s+2 s+4

Analisando a fracdo em destaque, para que o denominador seja zero, o valor de s
tem que ser igual a 1, substituindo esse valor no primeiro membro da equacéo (3.22), e

desconsiderando o fator s — 1, temos:
1 1 1

1 1
GrOG+4 A+2)(1+4) 35 15 “ 471

A fim de encontrar o coeficiente B, novamente identificaremos o valor que zera o

denominador da fracdo que se encontra o coeficiente B.

1 A C

G-DG+2)+4 s—1° T

Nesse caso, como o denominador € s + 2, 0 valor que zera essa expressao € o - 2.
Entdo, substituindo esse valor de s no primeiro membro da equacao (3.22), e

desconsiderando o fator s + 2, temos:

1 ~ 1 1
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Por fim, para encontrarmos o valor do ultimo coeficiente.

1 A B
s—-DG+2)(s+4) s-1 * s+2

Como o denominador € s + 4, o0 valor que zera essa expressao € s igual a -4. Entéo,
substituindo esse valor de s no lado no primeiro membro da equacdo (3.22), e

desconsiderando o fator s + 4, temos:

1 _ 1 11
(s—D(s+2) (—4-1D(-4+2) (-5(=2) 10 =~ ~ 10

Substituindo os valores dos coeficientes, na equacao (3.22), podemos escrever

1 _1/15  -1/6 1/10
(s—1)(s+2)(s+4)_s—1+ s+2 s+4

E assim, pelo teorema 8, temos.

L_l{(s— 1)(s-|1—2)(s+4)} =%L_1{Si1}_%1:_1{541—2}-'_1_101:_1{541-4} '

L_l{ 1 }=iet_le—2t+ie—4t
(s=—1D(s+2)(s+4) 15 6 10

Exemplo 25: Calcule
s+1
et
s?(s+2)3
Resolucéo: (lgualando coeficientes)

s2(s+2)3

s+1 A B C D E
s g2

+s+2+(s+2)2+(s+2)3 (3.23)

S
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Realizando a soma das fracdes do segundo membro da equacao (3.23), temos:

s+1 _ As(s+2)3+B(s+2)3+Cs?(s+2)?+Ds(s+2)+Es?
s2(s+2)3 s2(s+2)3

Como os polinbmios da equacdo possuem o mesmo denominador de acordo com a
Definig&o 8, temos que:
s+1=As(s+2)3+B(s+2)?+ Cs?(s + 2)* + Ds(s + 2) + Es?

Fazendo s = —2, temos:
(=2)+1=A(-2)(-2+ 22+ B(-2+ 23+ C(-2)*(-2+ 2)*> + Ds(=2 + 2) + E(—2)?

1=4E .~ E= !
= w E=—7

Fazendo s = 0, temos:
0+1=A40(0+2)3+B(0+2)3+C0%(0+2)2+ D0(0 + 2) + E0?
0+1=4B

1
0+1=8B ~ B=<
* 8

Fazendo s = 0 e s = —2, concluimos que B =

@ | =

1 .
e E = —-, respectivamente. Ilgualando os

coeficientes de s*, s e s, obtemos o0 seguinte sistema:

A+C=0
6A+B+4C+D=0
84+ 12B =1

Como B = % substituindo na segunda e terceira equacgao, temos:

484 +32C +8D = -1

{A+C=0
64A+12=28

Assim,

Como A+ C =0,entdo A = —C, portanto C = 1/16.
Por fim, para encontrarmos o valor do coeficiente D, basta substituirmos os valores
encontrados na segunda equacao.

484 + 32C +8D = -1

1 1
48. (—E) + 32 (E) +8D =-1
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( 48)+<32)+8D— 1
16 16 B

-3+2+8D=-1
8D =-1+1
8D=0 ~ D=0

E assim, pelo teorema 8, temos.

_( s+1 ., (—-1/16 1/8 1/16 0 —1/4
1{52(s+2)3}_£1{ s 2 t5xz (s+2)2+(s+2)3}

Por fim, pela definicdo, a transformada de Laplace inversa é uma transformada linear,

entao:
s+1 1 H 1 1 1 1 1 2
e
s?2(s +2)3 16 s) 8 s?) 16 s+2) 8 (s+2)3

—1{L}: 1 +lt+ie—2t_ltze—2t
s2(s+2)3

16 8 ' 16 8

Com base na apresentacdo desses 2 métodos de resolucdo, a seguir iremos aplicar
esses métodos em guestdes de vestibulares que ocorreram no Brasil nos ultimos anos,
abordaremos todos os niveis de conhecimento do fundamental ao médio, e por fim com

aplicacdes em questdes de concurso no ensino superior, vejamos a segulir.
3.2 APLICACOES DOS METODOS DE RESOLUCAO DAS FRACOES PARCIAIS.

Aplicacéo 1: (UNIFESP) Se
X a b
2 = +
x¢—=3x+2 x—1 x-—2
é verdadeira para todo x real, x # 1, x # 2, entdo o valor de a.b é:

a) -4
b) —3
c) -2
d) 2

e) 6
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Resolucédo (Método M1) :
Observamos que o denominador da fragdo sao fatores lineares distintos, q(x) =
(x — 1)(x — 2) entdo conseguimos escrever a fracdo racional na soma de fra¢des parciais.

O objetivo € encontrar os coeficientes A e B, tais que:

X _ X _a 4 b
x2-3x+2 (x—-Dx-2) x—-1 x-2

Realizando a soma entre as fragcbes do segundo membro da equacéo, temos:

X _alx—2)+b(x—1) ax—2a+bx—b ax+bx—2a—b
x-Dx-2) G-Dx-2)  G-DE-2)  (x-Dx-2)

Assim, temos duas fra¢des iguais com 0 mesmo denominador, decorre que essas fracdes
também tém necessariamente o mesmo numerador e, portanto, temos a seguinte

igualdade de polinémios, de acordo com a definicdo 3, temos que:
x=(a+b)x—(2a+b)
Realizando a luz o M1, formamos o sistema abaixo:
{ a+b=1

2a+b =0

Multiplicando a 1° equacéo por -1 e resolvendo o sistema, pelo método da adicdo. Temos:

{—a —~b=-1
2a+b=0
Somando as equacdes encontramos a = —1 e b = 2, sendo assim:

ab=(-1).2) = -2

Resposta correta: Alternativa c) .



Aplicacdo 2: (UNIFESP) Sendo a e b nimeros reais, o valor de a® + b?, de modo que

a_ . bx =—x2+3x+2
xX—2 x+2 x%2—4

a) 0

b) 1

c) 2

d) 4

e) 16

Resolucédo (Método M1) :

Seja,
a_ . bx :—x2+3x+2
xX—2 x+2 x%2—4

Realizando a soma entre as duas fracées primeiro membro da equacao, temos:

a(x+2) +bx(x—2) —x*+3x+2

(x=2)(x+2) x? —4

Assim,

a(x+2) +bx(x—2) —x*+3x+2

x2 —4 x2 —4

De acordo com a Definigdo 10, no primeiro membro da equagéo, temos:

ax+2a+bx2—2bx_—x2+3x+2

x2 —4 x2—4

Colocando x em evidéncia,

bx? +(a—2b)x +2a —x*+3x+2

x2 —4 x2 —4

47

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 8,

temos que:

—x%2+3x+2=bx*+ (a—2b)x + 2a

formaremos o seguinte sistema:



48

b=-1
a—2b=3
2a =2

Imediatamente encontramos b = —1, e pela terceira equacao encontramos a = 1.

Logo, valor de:
a’+b*=1* + (-1)*

a’?+b*=2

Resposta correta: Alternativa c) .

2x—1 a b

Aplicacéo 3: (UNIFOR - CE) Se —; = + , entdo a e b devem ser
X“+5x+6 x+2 x+3

nameros reais tais que:

a) a=b+1
b) b=a+1
c) a.b =35
d b=a+12
e) a=b—6

Resolucédo (Método M1) :
Utilizaremos o método M1 para solucionar o problema, fatorando o denominador, temos:

2x—-1 2x—1 _a N b
x2+5x+6 (x+2)(x+3) x+2 x+3

Realizando a soma entre as fragbes, temos:

2x — 1 _alx+3)+b(x+2) ax+3a+bx+2b
(x+2)(x+3) (x+2)(x+3) (x+2)(x+3)
Assim,
2x —1 _alx+3)+b(x+2) (a+b)x+3a+2b

(x+2)(x+3) (+2)x+3)  (x+2)(x+3)
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De acordo com a Definicdo 3, resulta no seguinte sistema:

{ a+b=2
3a+2b=-1 .

Resolvendo o sistema pelo método da substituicao, isolando a incognita a a 1° equacéo,
temos:

a=2-—>b ()
Substituindo essa sentenga na segunda equacéao.

3a+2b=-1
3(2—-b)+2b=-1
—-b=-7 o« b=7.

Substituindo na equacao (x),temosa=2—-7= -5 .Comoa=—-5eb =7, entéo:

b=a+12

Resposta correta: Alternativa d) .

Aplicacédo 4: (CMM - 2018) Para que se tenha a seguinte igualdade:

N B N C  x*+5x—8
x x—2 x+2 x(x2-4)

Os valores numeéricos reais de A, B e C devem ser iguais a:

a) A= —2,B=4, C= —1
by A= 2,B=—-4,C=1

) A=2,B=-2,c=23
4 4
dA=2,B=3 ¢c= -1
4 4
e) A= -2,B=-3¢c=1
4 4
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Resolucado (Método M1):
Para resolvermos essa aplicacdo, pode — se utilizar o método M1,

A+ B N C x*+5x-—8
x x—2 x+2 x(x2-—4)

Realizando a soma entre as frac6es de acordo com a operacéao definida, temos:

A(x—2)(x+2) + Bx(x +2) + Cx(x —2) x> +5x—8
x(x —2)(x + 2) T ox(x2—4)

Assim, realizando a Defini¢ao 10, no primeiro membro da equagao, temos:

A(x* —4) + B(x* +2x) + C(x* —2x) x> +5x —8
x(x? —4) T ox(x2—4)

sz—4A+Bx2+2Bx+Cx2—2Cx_x2+5x—8
x(x2 — 4) T ox(x2—4)

Organizando os termos semelhantes
Ax® + Bx® + Cx* + 2Bx —2Cx —4A x> +5x—8
x(x? —4) x(x? —4)
Colocando em evidéncia os termos com x? e x
x*(A+B+C)+x(2B—2C)—4A x*+5x—8
x(x? —4) x(x? —4)
Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,

temos que:

x2(A+B+C)+x(2B—-2C)—4A=x*+5x—8

Com isso aplicando o M1, formaremos o seguinte sistema:

A+B+C=1
2B—-2C=5
—4A = -8
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Assim, o valor de A = 2, substituindo na primeira equacéo, temos:

{B+C=—1
B—C=5/2

Somando as duas equacgobes, temos B =3/4e C = —7/4.

Assim, concluimos que:

A=2;B=—;e(C

3
4 4

Resposta correta: Alternativa d) .

Aplicacéo 5: (U.F.S CAR - SP) Para todo x real, x # 0,x # 1,x # —1, os valores de

R,S e T que tornam verdadeira a igualdade:

4x + 2 R S T

x(x2—1)=x+x+1+x—1

Séo, respectivamente, iguais a:

a) 2,-1e3
b) 2,1e—3
c) —2,-1e3
d —2,1e—3
e) —2,1e3

Resolucado (Método M2):

Antes de comecarmos a desenvolver a resolucdo desta aplicacdo, observamos que o
denominador do primeiro membro da equacédo € igual ao exemplo 8 da Definigdo 5,
portanto conseguimos escrever o polindémio (x? — 1) na forma (x + 1)(x — 1) sendo assim

reescrevendo, temos:

4x + 2 _R+ S N T
x(x+D(x-1) x x+1 x-1
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A fim de utilizar o método M2 no desenvolvimento desta aplicacéo, primeiramente iremos
encontrar o coeficiente R, para isso temos de observar o valor de x que zera o0 numerador,

nesse caso o x tem que ser 0. Substituindo esse valor, no primeiro membro da equacéo.

ax+2  40+2 2
x+D(x-1) O+D0O-1) -1

=—2 &~ R=-2.

Realizaremos 0 mesmo processo para encontrar o coeficiente S, observando a fracdo em
destaque abaixo, temos como numerador o termo x + 1, para zerar o numerador o valor

de x tem que ser - 1.

4x + 2 _R+ N T
x(x+1)(x—-1) «x x—1

Substituindo x = —1, no primeiro membro da equacéo, temos:
4x+2  4(-D+2  —4+2

-1 (D)-1i-p_ 2z b =5=-1.

Por fim, para encontrarmos T, temos que substituir na primeira equacéo x = 1.

4x+2 4142 _6_3 s
x(x+1) 1.@a+1) 2 ~ 7 77

Logo,

R=-2,8§=—-1eT=3

Resposta correta: Alternativac) .
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Aplicacéo 6: (MACK — SP) Os valores de R, P e A para que a igualdade
2x*+5x—1 R P A

+ +
x3—x x x+1 x-1
Seja uma identidade sao, respectivamente.

a) 3,1e2

b) 1,-2e3
c) 3,-2el
d) 1,3e—2
e) —2,1e3

Resolucédo (Método M1) :

Para a resolucéo desse problema, pode — se utilizar o método M1.

2x2+5x—1_R P A
x3—x  x x+1 x-1

Realizando a soma das fra¢des do segundo membro da equacéo, temos:

2x* +5x—1 Rx—-Dx+ 1D +Px(x—1 +Ax(x + 1)
x3—x x3 —x

2x2+5x—1_RxZ—R+Px2—Px+Ax2+Ax
x3—x x3 —x

2x* +5x—1 (R+P+A)x*+(A—P)x—R
x3—x B x3—x

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,
temos que:
2x2+5x—1=(R+P+A)x*+(A—P)x —R

Com isso, realizando com o método M1, formaremos o sistema:

R+P+A=2
—P+A=5
R=1
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O sistema formado, satisfaz a Definicdo 16, resolvendo o sistema pelo método de

escalonamento.

OR—P+A=5

{R+P+A:2
R+0P+04=1

Subtraindo da linha 3 a linha 1, multiplicada por menos 1 para obter os zeros do elemento

principal abaixo:

OR—P+A=5
OR—-P—-A=-1

Subtraindo da linha 3 a linha 2, multiplicada por 1 para obter os zeros do elemento principal

{R+P+A=2

abaixo:
R+P+A=2
OR—P+A=5
OR—0P —-24=-6
Assim, escalonando o sistema encontramos:
R+P+A=2
—P+A=5
—24=-6
Logo,A=3 .
Substituindo esse valor na segunda equacao,
—P+A=5
—P+3=5
—P=5-3
P=-2.

Como A =3 e P = -2, substituindo esses valores na primeira equagao, temos:

R+P+A=2
R-2+3=2
R=2-1
R=1.

Assim, concluimos que:

R=1;P=-2eA=3

Resposta correta: Alternativa b) .
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Aplicacéo 07: (EN) Os valores de A, B e C que tornam verdadeira a identidade

9x2 —16x+4 A B C
==+ +
x3—3x24+2x x x—1 x-2

séo tais que:

a) A-B+C=5
b) A-B—-C=3
c) A+B-C=1
d 24—-B+C=7
e) A—2B+C =2

Resolucado (Método M2):
Utilizando o método de Heaviside M2, para a resolucdo desse problema. Fatorando
0 polinbmio que se encontra no denominador da equacdo, podemos reescrever da

seguinte maneira.

Ix?—16x+4 A B C

=—+ +
x(x—-—Dx-2) x x—-1 x-2

Para determinar o valor do coeficiente A precisamos identificar o valor que zera o
denominador da fracdo em que o coeficiente que esté localizado.

9x2 — 16x + 4 B C
+ +
x(x—1)(x—2) x—1 x-2

Analisando a fracdo em destaque, para que o denominador seja zero, o valor de x
tem que ser igual a 0, substituindo esse valor no primeiro membro da equagao,

desconsiderando o fator x , temos:

9x* —16x+4 9.0°-160+4 4
(x—-1Dx-2) O-1DO-2) 2

A fim de encontrar o coeficiente B, novamente identificaremos o valor que zera o

denominador da fracdo que se encontra o coeficiente B.
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9x2—16x+4_A 4 C
x(x—1D(x-2) «x x—2

Nesse caso, como o denominador é x — 1, 0 valor que zera essa expresséo € o 1.

Entdo, substituindo esse valor de x no primeiro membro da equacao (3.20), temos:

9x*—16x+4 9.12-161+4 9-16+4 —7+4
x(x-2) ~  11-2) = 11-2) -1

E por fim, para encontrarmos o valor do coeficiente C, basta observarmos o denominador
da fracdo em destaque, como o denominador é dado x —2 o valor que zera do

denominador dessa fracdo € o numero 2.

O —16x+4 _ A B
x(x—1D(x-2) x x-—1

Substituindo o nimero 2, no primeiro membro da equac¢éo, temos:

9x2—16x+4_9.22—16.2+4_36—32+4_4
x(x—1) —  2.2-1) 2 B

Assim, os valores dos coeficientessdao A=2,B=3e(C =4.

Concluimos que:

A+B-C=1

Pois,
24+43—-4=1.

Resposta correta: Alternativac) .
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Aplicacado 08: (AFA) Se
x+2 A B C
=—+——+
x(x+1D(x-2) x x+1 x-2

Entdo A% + BC vale:

a) 7/9
b) 11/9
c) 5/3
d) 19/9

Resolucédo (Método M1) :

Para a resolucéo desse problema, pode — se utilizar o método M1.

xt2 4 B C
x(x+1D)(x-2) x x+1 x-2

Realizando a soma das fragdes do segundo membro da equacéo, temos:

x+2 A+ D —2)+Bx(x—2)+ Cx(x+ 1)
x(x+1D(x—-2) x(x+1)(x—2)

x + 2 _ A(x? —x—2)+Bx®—2Bx + Cx* + Cx
x(x+1)(x—2) x(x + 1) (x — 2)

x+2 _ Ax? — Ax —2A + Bx® — 2Bx + Cx* + Cx
x(x+D(x—-2) x(x+1)(x—2)

Colocando em evidéncia os termos x e x?

x+2 _(A+B+0)x*+(=A—2B+C)x — 24
x(x+1D(x—-2) x(x+1)(x — 2)

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,
temos que:
x+2=((A+B+C)x>+(—A—-2B+C)x — 24
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Com isso aplicando o M1, formaremos 0 seguinte sistema:

A+B+(C=0
—-A-2B+(C=1
—2A=2

Imediatamente encontramos o valor de A = —1 . Substituindo o valor do coeficiente 4 na

primeira e segunda equacao, temos:

{ B+C=1
—2B+C=0

Multiplicando a segunda equacéo por -1, e somando as duas equag¢des encontramos o
{B+ =1
2B—G6=0

Substituindo os valores de A e B na primeira equacao.

valor do coeficiente B.

. 1
Assim, o valor de B = 3

A+B+C=0
1
—l+3+C=0
2
C= 3
Portanto, resolvendo o sistema encontramos os valoresde A = -1, B = % eC = %

Entdo A% + BC sera:

A2+ BC=(-1)%+

W]
wl N

2
A2+BC=1+§

) 11
A +BC=?

Resposta correta: Alternativa b) .
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Aplicacdo 09: (UFAM 2006) Se os numeros reais A e B satisfazem a igualdade
2x+1 A B
2—1 x—1 x+1

Com x # *1, entdo é verdade que:

a) A—B=1

b) A<B

c) A.B=3/2

d) A+B=1
A 3

®) =1

Resolucédo (Método M1) :
O problema pode ser resolvido de modo imediato utilizando-se o método de resolucdo M1.
2x +1 A B
-1 x—1 x+1
Realizando a soma das fragdes do segundo membro da equacéo, temos:
2x+1 A(x+1)+B(x-1)
x2—1_ x2 -1

2x+1 (A+B)x+A-B
x2—1 x2—-1

Assim, temos duas fragdes com o mesmo denominador, decorre que essas fragcoes
também tém necessariamente o mesmo numerador e, portanto, temos a seguinte

igualdade de polindbmios, de acordo com a definicdo 3, temos que:

2x+1=((A+B)x+A—-B
Com isso aplicando o M1, formaremos o seguinte sistema:

(52

Observando a segunda equacéo, automaticamente ja encontramos a seguinte relacao.

A-B=1

Resposta correta: Alternativa a) .
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A sequir, as aplicacfes de 10 a 15, trata-se de decomposic¢des de fatores lineares

guadraticos irredutiveis distintos.
Aplicacdo 10: (FATEC - SP) Se A, B e C sao numeros reais, tais que

A+ Bx+C 1
x x2+2x+2 x(x2+2x+2)

Para todo x,x € R*, calcule ovalorde A+ B + C.

a) -2
b) -1
c) 1
d) 2
e) 3

Resolucado (Método M1):
Seja
A Bx + C 1

x+x2+2x+2=x(x2+2x+2) '

Realizando a soma entre as frac6es do primeiro membro da equacdo podemos reescrever

e expressao dada do seguinte modo:

A(x? +2x+2) + (Bx + CO)x 1
x(x? 4+ 2x + 2) x(x? 4+ 2x + 2)
Realizando a distributiva dos termos A e x, temos:
Ax? + 2Ax + 2A+ Bx* + Cx _ 1
x(x? +2x +2) x(x? +2x +2)
Colocando os fatores comuns em evidéncia.
(A+B)x* + QA+ CO)x + 24 1
x(x? +2x + 2) x(x? + 2x +2)

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,
temos que:
(A+B)x*+ (2A+C0)x+24=1

Com isso aplicando o M1, formaremos 0 seguinte sistema:



A+B=0
2A+C=0
2A=1

. 1 . . ~ 1
Assim, encontramos o valor de 4 =~ , e pela primeira equacéo temos que B = —- .

Substituindo o valor de A, na segunda equagéo, encontraremos:
2A4+C=0

1
2:5+C=0 =~ C=-1.

Dai, valorde A + B + C sera:

A+ B+ C=-1

Resposta correta: Alternativa b) .

Aplicagéo 11: (U.C. —= MG) A soma dos valores de 4, B e C, tal que

2x—3_A Bx+C

=—+
x3+x x x%24+1

a) 0
b) 1
c) 2
d) 3
e) 4

Resolucéo:
Temos

2x—3_A Bx+C
xB+x x x241

Somando — se as fragdes do segundo membro da equacao, temos:

2x—3 A(x*+1)+x(Bx+C)
x3+x x(x?+1)

Realizando a distributiva dos termos A e x, temos:

2x—3  Ax*+A+Bx® +Cx
x3+x x(x2+1)
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Colocando os fatores comuns em evidéncia, resulta em:

2x—3 (A+B)x*+Cx+A
x3+x x(x2+1)

Como os polindmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definigdo 3,
obtemos:
2x—3 =(A+B)x*+Cx+ A

A fim de utilizar o método M1, formamos o seguinte sistema:

A+B=0
C=2
A=-3

Dai, imediatamente encontramos os valores dos coeficientes.

Portanto, a soma dos valores de 4, B e C sera:

A+B+C=2

Resposta correta: Alternativa c)

Aplicacéo 12: (CEFET — MG 2013) Perdeu — se parte da informagcdo que constava em
uma solucédo de um problema, pois o papel foi rasgado e faz — se necessario encontrar
trés numeros perdidos que chamaremos de A, B e C na equacéo abaixo.
Ax —2 B Cx?>—9x—C
x2+x+3+2x—1:2x3+x2+5x—3
Ovalorde A+ B+ Cé:

a) -2

b) -3

c) 4

d) 5

e) 7

Resolucédo (Método M1):

Utilizando o método de resolugdo M1,
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Ax — 2 N B Cx?>—9x—C
x2+x+3 2x—1 2x3+4+x2+5x—-3

Realizaremos a soma entre as fragdes do primeiro membro da equacao

(Ax—-2)2x -1 +Bx*+x+3) Cx?>—9x—C
(x2+x+3)2x+1) (2 +x+3)2x + 1)

De acordo com o teorema 3, podemos escrever o numerador do seguinte modo:
2Ax* —Ax —4x+2+Bx*+Bx+3B  (x*-9x—C

(x2+x+3)2x+1) (x2+x+3)2x+1)

Colocando os fatores comuns em evidéncia, temos:
(A+B)x*+(-A—4+B)x+2+3B  Cx*—9x—C

(x2+x+3)2x+1) (x2+x+3)2x+1)

Como os polinémios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,
temos que:
(A+B)x>+(—-A—4+B)x+2+3B=Cx>*—-9x—C

Com isso aplicando o M1, formaremos o seguinte sistema:

—-A+B—-4=9

{ A+B=C
3B+2=-C

Dai, organizando o sistema colocando a incognita C para o primeiro membro e 0s nimeros

para o segundo, temos:

A+B—-C=0
PA+B=—5
3B+C=-2

Resolveremos o0 sistema acima pelo método de escalonamento, de acordo com a

definicéo 16;

—A+B+0C=-5

{A+B—C=O
0A+3B+C=-2
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Subtraindo da segunda equacéao a primeira multiplicada por — % resulta:

24+B—-C=0
0A+2B—2C=—5
2° 27

0A+3B+C=-2

Subtraindo da terceira equacao a segunda multiplicada por 2, temos:
2A+B—-C=0

O sistema acima se encontra na forma escalonada que satisfaz a Definicdo 16, e que

pode ser representado simplesmente por:

24+B—-C=0
p_2c=s
2 27
2 =8

Logo, C = 4. Substituindo o valor do coeficiente € na segunda equagao, encontraremos
B.

EB—1-4=—5 EB=—5+2 ~ B=-2.
2 2 2
E por fim, substituindo os valores de C e B na primeira equac¢ao, encontraremos A:
2A+B—-C=0
24—2 —4=0

24=6 ~ A=3 .
Com isso, os valores de 4, B e C , sdo respectivamente, 3, -2 e 4.
Portanto, o valorde A+ B+ C é:
A+ B+ C=3-2+4
A+ B+ C=5

Resposta correta: Alternativa d) .



Aplicacéo 13: (FUVEST - SP) As constantes A, B, C e D s&o tais que a igualdade

1 _ Ax+ B +Dx+C
(x2+2x+2)(x2+4) x2+2x+2 x%2+4

E valida paratodo x € R, Ovalorde A+ B+ C+ D é:
a) L
b) =
c) —

d)l—o
e)%

Resolucédo (Método M1) :
Seja
1 Ax+ B Dx+C
C+2x+ )2 +4) 2422 +2 244

Realizando a soma entre as fragbes do segundo membro da equacao.

1 _ (Ax+B)(x* +4) + (Dx + C)(x* + 2x + 2)
(x2+2x+2)(x2 +4) (x% + 2x + 2)(x2 + 4)

De acordo com o teorema 3, podemos escrever o numerador do seguinte modo:
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1 Ax3 + 4Ax + Bx? + 4B + Dx3® + 2Dx% 4+ 2Dx + Cx%* + 2Cx + 2C

(x? +2x +2)(x*+ 4) - (x?2 +2x +2)(x? + 4)

Assim, organizando os termos semelhantes.

1 Ax3 + Dx3 + Bx? 4+ 2Dx? + Cx? + 4Ax + 2Dx + 2Cx + 4B + 2C

Z+2x+2)(x2+4) (x2+2x + 2)(x% +4)

Colocando em evidéncia os termos com x3, x? e x.

1 _(A+D)x*+ (B+2D +C)x*+ (4A+2D + 2C)x + 4B + 2C

(x2+2x+2)(x2+4) (x2 +2x +2)(x? + 4)

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,

temos que:
1=([A+D)x>*+ (B+2D+C)x*+ (4A+2D +2C)x+ 4B + 2C



Com isso aplicando o M1, formaremos 0 seguinte sistema:

A+D=0
B+2D+C=0
4A+2D+2C =0

4B+2C=1
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Resolveremos o sistema acima pelo método de escalonamento, de acordo com a

definicdo 16;

A+0B+0C+D=0
0A+B+C+2D=0
4A+0B+2C+2D =0
0A+4B+2C+0D =1

Subtraindo da terceira equacao a primeira equacao multiplicada por 4.

A+0B+0C+D=0
0A+B+C+2D=0
0A+0B+2C—-2D=0
0A+4B+2C+0D =1

Subtraindo da quarta equacao a segunda equacao multiplicada por 4
A+0B+0C+D=0
0A+1B+1C+2D =0

0A+0B+2C—-2D=0
0A+0B—-2C—-8D =1

Subtraindo da quarta equacéo a terceira equag¢ao multiplicada por —1.

+0B+0C+D=0

O sistema acima se encontra na forma escalonada que satisfaz a Definicdo 16, e que
pode ser representado simplesmente por:

A+D=0
1B+1C+2D =0

+2C—-2D=0

—-10D =1

Logo, D = — 11—0 Substituindo o valor do coeficiente D na terceira equagao, encontraremos
C.



67

Para encontrarmos o valor do coeficiente B, substituiremos os valores encontrados de D

e C na segunda equacao.

B+C+2D=0
1 1
B—E+2<—E>:O
1 2 3
~5 15 =0 ¢ B=15

E, por fim, para encontrarmos o valor do coeficiente A basta observamos a primeira

equacao como 4 + D = 0 entdo A:—DentéoA:—(—l—lo): =

Dai,ovalorde A+ B+ C + D sera:

1
A+ B+ C+ D=E+E_E_E

A+ B+ CH D=\ 4\
T 100 10 10\E

Temos, portanto, a resposta para o problema.

2
A+ B+ C+ D=—
+ B+ C+ T

Resposta correta: Alternativa b) .
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Aplicacdo 14: (AFA) O valor da expressido A% — 2B + C, de modo que seja verificada a

igualdade

1 A +Bx+C
(x2+1)(x—-1) x—-1 x2+1

Wid W

|4

|
w

d =

4
e 1

Resolucédo (Método M1):
A fim de utilizar o método M1 como resolucao desta aplicacdo, seja:
1 A Bx+C
C+DE-1) x-1'2+1
Realizando a soma do segundo membro da equacao, temos:

1 AP+ D+ (Bx+O)(x—1)
x>+ 1Dx-1) x>+ Dx—-1)
De acordo com o teorema 3, podemos escrever o numerador do seguinte modo:
1 _Ax*+ A+ Bx*—Bx+(Cx—C
x>+ 1Dx—-1) x>+ 1D(x-1)
Assim, organizando os termos semelhantes.
1 _Ax*+Bx*—Bx+Cx+A-C
2+ D(x—-1) x2+D(x—-1)
Colocando em evidéncia os termos com x2 e x.
1 _(A+B)xX*+(-B+Ox+A-C
x>+ 1D(x—-1) x>+ 1Dx-1)

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,
temos que:
1=(A+B)x*+(-B+C0)x+A-C

Com isso aplicando o M1, formaremos o0 seguinte sistema:
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A+B=0
-B+C=0
A-C=1

Resolveremos o sistema acima pelo método de escalonamento, de acordo com a

definicéo 16;
A+B+0C=0
0OA-B+C=0
A+0B-C=1

Subtraindo da terceira equacao a primeira multiplicada por 1, temos:

A+B+0C=0
0A-B+C=0
A-B-(C=1

Subtraindo da terceira equacao a segunda multiplicada por 1, temos:

A+B+0C=0
B+C=0
c=1

O sistema acima se encontra na forma escalonada que satisfaz a Definicdo 16, e que

pode ser representado simplesmente por:

A+B=0
-B+(C=0
-2C=1

Observando a terceira equacdo encontramos o valor da incégnita ¢ = —% .

Substituindo esse valor na segunda equacéao, temos:

—-B+C=0
p-t_g.p=-1.
2 2
Por fim, para encontrarmos o valor da incognita A, substituiremos na primeira equacao.
A+B=0
A—l=0 A= =
2 2

Dai, o valor da expresséo A% — 2B + C sera:

w-2pic=() ~2(-2)+(-2)
2 2 2

1 2 1

A2 -2B+C==-+=-—=

+ 217273

Multiplicando as duas ultimas fra¢des pelo nimero 2, para igualarmos os denominadores,

temos:
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NN
|
NN

2 _ _1
A*—2B+C=7+

Portanto, temos a solugdo do problema:

A2-2B+C==

Resposta correta: Alternativa a) .

Aplicacéo 15: (ITA) A identidade
x3_+4 1+ A + Bx +C
x3+1 x+1 x2—x+1

é valida para todo numero real x # —1. Entdo A + B + C é igual a:

a) 5
b) 4
c) 3
d) 2
e 1

Resolucado (Método M2):
Seja
x3+4 A Bx+C
=1+ +
x3+1 x+1 x2—x+1
Nesse caso em especial, temos um numero antes da decomposicdo, sendo assim

conseguimos escrever esse nimero 1, na seguinte forma:

x3+4_ N A N Bx + C
x3+1 x+1 x2—x+1

E consequentemente, fatorando a fracdo em destaque, temos:

*+4  (x+DE*-x+1) A N Bx+C
x3+1 (x+D2—x+1) x+1 x2—-x+1

Somando a segunda e terceira fracéo,

*+4  (x+DE*P-x+1) A —x+1)+Bx+0)(x+1)
¥3+1 (x+D2—x+1) (x+1Dx2—x+1)
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Como as fragdes do segundo membro da equacédo possuem o mesmo denominador entao
de acordo com a Defini¢céo 8, temos:

*+4 (x+DEP-x+D+HAE?P—x+ 1)+ Bx+O)(x+ 1)
x34+1 x+1D?—x+1)

De acordo com o teorema 3, podemos escrever o numerador do seguinte modo:
x}+4 x3+1+Ax*—Ax+A+Bx*+Bx+Cx+C
B+l x+1D?—x+1)

Assim, organizando os termos semelhantes.

x3+4_ x3+Ax?> +Bx? —Ax+Bx+Cx+A+C+1
x3+1 x+D?—x+1)

Colocando em evidéncia os termos com x2 e x, temos:

x*+4 x*+(A+B)x*+(-A+B+C0)x+A+C+1
x3+1 x+D?—x+1)

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,

temos que:
3 +4=x3+(A+B)x*+(—A+B+C)x+A+C+1

Com isso aplicando o M1, formaremos o seguinte sistema:

A+B=0
~A+B+C=0
A+C+1=4

Resolvendo o sistema pelo método da comparacdo, para isso, temos que isolar na
primeira equacao o valor de B.
A+B=0 ~B=—-4.

Com isso, substituindo na segunda equacéo, temos:

—-A+B+C=0

-A—A+C=0

—2A+C=0 .
Assim,

{—2A+C=O
A+C=3

Isolando a incognita C na primeira equacao, temos: C = 2A .

Isolando a mesma incégnita na segunda equacao, encontramos: C =3 —A .

A incégnita C possui 0 mesmo valor na primeira e segunda equacao, € correto igualar.
2A=3—-A . 3A=3 .~ A=1
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Como, € =2A -~ C=2 . Para encontrar o valor da incognita B, observando a primeira
equacao dosistemaB=—A4 ~B=—1.

Portanto,

A+B+C=2

Resposta correta: Alternativa d)

Aplicacéo 16: (IF — P1 2022) Uma solugéo para a integral indefinida f%dx esta na

alternativa:

Cx®

a) In (x—2)?(x+1)3

cx®

1
b) gl (x—2)(x+1)8

¢) lin|—=
4 n (x—2)(x+1)°
1 Ccx®
d)gln (x—2)(x+1)°
Ccx®
(x=2)(x+1)®

e) iln

Resolucédo (Método M1):

Seja o denominador da integral o trinémio x3 — x? — 2x, de acordo com a Definig&o 5,

esse trindbmio é irredutivel. Colocando x em evidéncia temos:
x(x?—x—-2)=x(x+1)(x—2)

Como temos trés fatores distintos, essa decomposicdo conforme ja exemplificado

anteriormente é do 1°caso.

Sendo assim, existem constantes A, B e C tais que:
x—3 A B C
x(x+1)(x—2) =;+m+x—2
Realizando a soma entre as trés fragbes do segundo membro, temos:
x—3 A+ 1)(x—2) + Bx(x —2) + Cx(x + 1)
x(x+1)(x—2) x(x+1)(x—2)

De acordo com o teorema 3, podemos escrever o numerador da seguinte maneira:
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x—3 _ Ax? — Ax —2A + Bx? — 2Bx + Cx* + Cx

x(x+1)(x—-2) x(x+1)(x—2)

Colocando em evidéncia os termos acompanhados de x? e x.
x—3 _(A+B+0O)x*+(-A—2B+C)x — 24

x(x+1)(x—2) x(x+1D(x—-2)

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definigcdo 3,
temos que:

x—3=(A+B+C0)x*+(—A—-2B+C)x—2A
A fim de utilizar o M1, para a resolugéo dessa questéo formaremos o seguinte sistema.

A+B+C=0
~A-2B+C=1
—24 = -3

Resolveremos o sistema acima pelo método de escalonamento, de acordo com a

definicdo 16;

—-A-2B+C=1
—2A+0B+0C =-3

Subtraindo da segunda equacédo a primeira multiplicada por —1, temos:
{ A+B+C=0

{A+B+C=0

0A—-1B+2C =1
—2A+0B+0C =-3

Subtraindo da terceira equacéo a primeira multiplicada por —2:

A+B+C=0
0A-1B+2C=1
0A+2B+2C =-3

Subtraindo da terceira equacéo a segunda multiplicada por —2:

A+B+C=0
0A-1B+2C=1
0A+0B+6C=-1

O sistema acima se encontra na forma escalonada satisfazendo assim a Defini¢ao 16, e

pode ser representado simplesmente por:

A+B+C=0
-B+2C=1
6C =-1

. . L, 1
ASSIim, encontramos o valor da mcognlta C = R

Substituindo na segunda equacéao o valor de C, encontraremos B.



Por fim, substituindo na primeira equacao os valores de C e B , encontraremos A.

A+B+C=0

A 4 1—0
3 6

A_8+1_9_ A_3
6 6 6 2

Entdo, conseguimos escrever a decomposi¢ao da fungéo integrante na seguinte forma:

3 4 1
x—3 :£+ 3 6
x(x+1Dx-2) x x+1 x-2
Portanto,
3 3 4 1
x = _(z "3 6
jxg_xz_zxdx—Jxdx+fx+1dx+Jx_2dx

J’ x—3 d _3f1d 4 1 d 1[ 1 d
x3 —x?% —2x =3 xx 3)x+1 6 x—2x
x—3 9 8 1
f—dxz—lnlxl——ln|x+1|——lnlx—2|+k .
6 6 6

x3 —x2 —2x

f 73 e = L inixl® = i + 118 = il — 21 + il ]
x3—x2—2x x—6 nix n|x nix ni|c
f x—23 p —1l x°
x3 —x2 —2x x_6nx

f x—3 J —1l
x3 —x%2—2x x=

Resposta correta: Alternativa b) .

(x + 18)(x - Z)H
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Aplicacado 17: (IF — MT 2020) O resultado da integral definida f:#{;_z) dx é:

a) 4In(3) + In(2) — 6In (2)
b) In (%)
) 9In(27) —In(2) — 6In (2)

d)In (£)
e) 4In(3) —In(2) — 6In (2)

Resolucédo (Método M1) :
Seja funcéo integrante
x—9
(x+5)(x—2)

Observamos que no denominador da fungéo possui os fatores (x + 5) e (x — 2) acordo
com o0 l1l°aso de decomposicdo, esses fatores sdo lineares e distintos, com isso

encontraremos as constantes A e B tais que satisfaca a seguinte condi¢cao:

x—9 _ A 4 B
(x+5)((x—2) x+5 x-—2

Realizando a soma entre as fragdes do segundo membro da equacao, temos:

x—9 _A(x—2)+B(x+5)
(x+5)(x—-2)  (x+5)(x-2)

x—9 Ax —2A+ Bx + 5B
x+5x-2) (x+5(x-2)
Assim, organizando os termos semelhantes;
x—9 Ax + Bx — 2A + 5B
x+5x-2) (x+5(x-2)
Colocando em evidéncia os termos com x;
x—9 (A+B)x—2A+ 5B
x+5(x-2) (x+5(x-2)
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Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,
temos que:
x—9=(A+B)x—2A+5B

Com isso aplicando o M1, formaremos o0 seguinte sistema:

{ A+B=1
—2A+5B=-9

Resolveremos o sistema acima pelo método de escalonamento, de acordo com a

definicdo 16;

Subtraindo da segunda equacé&o a primeira multiplicado por -2, temos:

{A +B=1

0A+7B =-7

Logo, B = —1. Substituindo esse valor na primeira equagéo encontraremos a incégnita A .
A+B=1

A-1=1 ~ A= 2.
Substituindo os valores encontrados na equagao inicial, temos:
x-9 _ 2 -1
(x+5)(x—-2) x+5 x—2

Sendo assim, podemos reescrever a integral da seguinte maneira.
Y2 -1
( + > dx
3 \x+5 x-—2

4 9 () 4 _q
f dx +f dx
3 X+5 3 X—2

Resolvendo a integral (*), temos:

Utilizando a soma das integrais,
(++)

4 2 41
j dx=2] dx=2In(x+5)|3=2In(4+5)—2In(3+5) =2In(9) — 2In(8).
3 X+5 3 X+5

Resolvendo a integral (xx), temos:

r _12 dx=In(x—2) |2 =In(4—2) +In(3 — 2) = In(2) + In(1) .
3 X~

Realizando () — (**)

21n(9) — 2In(8) — [In(2) +%gQ]
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2In(9) — 2In(8) —In(2) —In (1)
Utilizando a propriedade do In,
In(9)? — In(8)? — In(2)
Resolvendo a poténcia
In(81) — In(64) —In (2)
Fatorando os nimeros 81 e 64, obtemos respectivamente 3* e 2° substituindo
esses valores, temos:
In(3)* — In(2)® — In(2)
Sendo assim, aplicando novamente a propriedade do expoente do In, temos como

resposta:

4In(3) — 6In(2) —In (2)

Resposta correta: Alternativa e) .

Aplicacédo 18: (IF — MT 2014) Assinale a transformada de Laplace inversa f(t) para a

funcdo de transferéncia F(s) apresentada no dominio da frequéncia dada por

F(8) = o
a)(1—2e* +e8), parat>0
b) (1 —e™* +2e78Y), parat >0
c) (1—4e %t +e8), parat =0

d) (1 —2e7%t + e®), parat =0

Resolucédo (Método M2) :
Antes de iniciarmos a resolucédo, observamos o denominador de F(s) que € o trindbmio
s? + 32s + 32 de acordo com a Defini¢cdo 5, conseguimos escrever o polindmio na forma

(s +4)(s + 8) reescrevendo a fungdo de transferéncia, temos:
32
s(s+4)(s+8)

De acordo com o 1°caso de decomposicdo esses fatores sao lineares distintos, entéo

existem constantes A, B e C que satisfaz a seguinte condicéo:

32 _A+ B N C
s(s+4)(s+8) s s+4 s+8
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A fim de utilizar o método M2 como resolucdo desta aplicacdo, primeiramente
encontrarmos o valor do coeficiente A.

32 N B N C
s(s+4)(s+8) s+4 s+8

Para isso, temos que observar o valor que zera o denominador da fracdo em destaque,

da equacao acima.

Facilmente observamos que, para o denominador zerar, o valor de s tem que ser igual a
zero. Assim, substituindo no primeiro membro da equacédo, o valor de s igual a zero,

desconsiderando o denominador s, temos:

32 _ 32 32 32
(s+4)(s+8) (0+4)(0+8) (4)-(8) 32

=1 =~ A=1.

Para encontrarmos o coeficiente B, com a mesma ideia iremos observar, o valor que faz

zerar o denominador que se encontra o coeficiente, observe abaixo a fracdo em destaque.

32 _ A+ N C
s(s+4)(s+8) s s+8

Como o denominador € o fator s + 4, para que o denominador seja zero o valor de s tem
gue ser igual a —4. Assim, substituindo o valor de —4 no primeiro membro,

desconsiderando o fator que estamos analisando que é s + 4, temos:

32 32 32 32

s(s+8) (—4(—4+8) (—4)(+4) -16 -2 ~B=-2.

E por fim, para encontrarmos o valor do coeficiente C, substituiremos no primeiro membro
da equacao o valor de s igual a - 8, devemos desconsiderar o fator que estamos

observando.

32 32 32 32

SGED (B (B+d) (Ba 3zt e=Ll.

Portanto, o valor dos coeficientessdo A=C=1eB = -2 .
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Sendo assim, podemos escrever F(s), na seguinte forma:

N T I
YT +4 s+8

E, pelo teorema 8, temos.

e
s(s+4)(s+8)) s s+4 s+8

A transformada de Laplace inversa é uma transformada linear, entao:

£ {s(s + :)2(5 + 8)} =L {é} —2.L7 {s -|1- 4} Nl {s -|1- 8}

Logo,

f) =1—2e ™ 78

Resposta correta: Alternativa a) .

Aplicacdo 19: (CESGRANRIO 2023) Sabe — se que a transformada de Laplace da

funcdo: f(t) = e®, parat = 0, onde a é uma constante Real, é F(s) = .

Ss—a

Aplicando — se as propriedades da Transformada de Laplace, a Transformada Inversa de

G(s) = , parat =0, €é:

52-55+6
a) G(t) =e? +e3t
b) G(t) =e 2 +e73¢
c) G(t) =e?t —e3t

d) G(t) = e3t — 2t
e) G(t) =edt +et

Resolucédo (Método M1) :

Seja o denominador da funcdo G(s) = s? — 5s + 6, de acordo com a definicdo 5, esse
trindbmio é redutivel pode ser escrito na forma G(s) = (s — 2)(s — 3). Com isso, utilizando
0 1°caso de decomposicdo com base no teorema 4, existem Unicas constantes A e B tais

que:
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1 _ A B
s2—5s+6 s—2 s—3

Realizando a soma do segundo membro da equacao, temos:
1 _A(s—=3)+B(s—2)
(s—2)(s—3)  (s—=2)(s—3)

1 _As—3A+Bs—2B
(s=2)(s—3) (s=2)(s—=3)
Colocando em evidéncia os termos com s
1 _(A+B)s—3A—ZB
(s=2)(s—3) (s=2)(s—=3)

Como os polinbmios possuem o mesmo denominador de acordo com a Definicdo 3,

temos que:
1=(A+B)s—34A-2B
Com isso aplicando o M1, formaremos o seguinte sistema:

{ A+B=0
—-3A-2B=1

Resolveremos o0 sistema acima pelo método da adi¢&o, para isso multiplicaremos a
primeira equacao por 2.

{2A+ZB=0
—-3A-2B=1

Somando-se as duas equacdes, encontraremos o valor da incégnita A.
—A4=1 A= —-1.
Substituindo o valor de A, na primeira equacao inicial, temos:
A+B=1
—-14+4B=1 ~B=2.
Logo, substituindo os valores encontrados na equacdo, podemos escrever a

decomposic¢do na forma.
1 -1 2
2 = +
s2—5s4+6 s—2 s-—3
E assim, pelo teorema 8, temos.

Ot -
s2—5s+6 s—2 s-—3
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Por fim, pela definicdo, a transformada de Laplace inversa € uma transformada linear,

entao:

D

s2—5s+6

R e

1

-1
£ {52—55+6

}

—1e?t + e3¢

Resposta correta: Alternativa d) .

s—3

}
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho foi possivel abordar os aspectos histéricos, as defini¢cdes,
teoremas e as demonstracfes matematicas necessarias para o desenvolvimento dos
casos das decomposicoes das fracdes parciais e aplicacdes com questdes de avaliagbes
a nivel nacional.

No entanto, por esse tema ser amplo com aplicacées em outras disciplinas, e com
grau de dificuldades diferentes, a escolha das aplicagbes se manteve na coeréncia de
utilizar os métodos abordados nesse trabalho aplicando nas questfes de vestibulares e
CONCUrsos.

Portanto, houve uma contribuicdo para os diversos niveis de ensino, que abordam
esse assunto, pois pouco é explicado, e geralmente as aplicacdes encontradas na maioria
dos livros é de um nivel mais facil que os apresentados nesse trabalho.

Entretanto, e importante observar que o estudo das fracbes parciais, pode ser
abordado em outra disciplina, como na fisica, além de aplicacbes em problemas que
envolve circuitos elétricos, massa mola entre outros. Sendo assim, essa tematica pode
dar uma outra extenséo de pesquisa para futuros alunos que queiram dar continuidade na

proposta da pesquisa, e abordando outros métodos de resolugéo e aplicacao.
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