315

30
]
360
~_
330

dlculo

Trabalhando com curvas e superficies
com o uso de software educacional

Elainne Ladislau Ferreira Pereira




Calculo

Trabalhando com curvas e superficies com o uso de
software educacional




Governo do Estado do Amazonas

Wilson Miranda Lima
Governador

Universidade do Estado do Amazonas

André Luiz Nunes Zogahib
Reitor

Katia do Nascimento Couceiro
Vice-reitora

editoraUEA

Isolda Prado de Negreiros Nogueira Horstmann
Diretora

Maria do Perpetuo Socorro Monteiro de Freitas
Gerente

Wesley Sa
Editor Executivo

Raquel Maciel
Produtora Editorial

Isolda Prado de Negreiros Nogueira Horstmann (Presidente)
Adriana Tévora de Albuquerque Taveira

Carlos Mauricio Serddio Figueiredo

Gislaine Regina Pozzetti

Josefina Diosdada Barrera Khalil

Katell Uguen

Orlem Pinheiro de Lima

Silvia Regina Sampaio Freitas

Vanubia Aratdjo Laulate Moncayo

Conselho Editorial



Calculo

Trabalhando com curvas e superficies com o uso de
software educacional

Elainne Ladislau Ferreira Pereira

i editora

i==! UEA



Wesley Sa André Teixeira

Raquel Maciel Hillary Vieira

Coordenacao Editorial Sindell Amazonas
Revisao

Raquel Maciel

Assisténcia Editorial Nicole Rocha
Diagramacao

Ciara Curintima

Rebekah Pereira Iasmim Rodrigues

Projeto Grifico Nicole Rocha
Rebekah Pereira
Finalizacao

Todos os direitos reservados © Universidade do Estado do Amazonas
Permitida a reproducéo parcial desde que citada a fonte

Esta edicao foi revisada conforme as regras do Novo Acordo Ortografico
da Lingua Portuguesa

P436c¢

2025
Pereira, Elainne Ladislau Ferreira.
Calculo: Trabalhando com curvas e superficies com o uso de
software educacional v.2: 1. ed. — Manaus (AM): Editora UEA, 2025.
97 p.:il color [Ebook]
Formato PDF

ISBN 978-85-7883-759-4
Inclui referéncias bibliograficas
1. Calculo. 2. Softwares Educacionais. 3. Curvas. I. Titulo
CDU 1997 - 517.97

Elaborada pela bibliotecdria Sheyla Lobo Mota-11/CRB-484

Editora afiliada
NEEU
5&

Associagao Brasileira
das Editoras Universitarias

editoraUEA

Av. Djalma Batista, 3578 — Flores | Manaus — AM - Brasil
CEP 69050-010 | +55 92 992058858
editora.uea.edu.br | editora@uea.edu.br



Sumario

Prefacio

10
10
13
16

19
20
22
24
27

28
29
30

31

32
33

35
38
39
40

Capitulo 1. Fungoes Vetoriais

1.1. Funcoes Vetoriais

1.2. Dominios, Imagens e Tracos de uma Fungao Vetorial
1.3. Principais parametrizacoes de Curvas

1.4. Calculo de Limites, Derivadas e Integrais de Funcoes
Vetoriais

1.5. Algumas OperacoOes Vetoriais entre Fun¢oes Vetoriais
1.6. Célculo de Areas usando Funcdes Vetoriais

1.7. Comprimento de uma Curva

1.8. Curvatura de uma Curva

1.9. Uso do software GeoGebra para plotagem de Curvas
Planares e Espaciais

1.10. Uso do software GeoGebra para célculo de Areas
1.11. Célculo do comprimento de uma curva no GeoGebra
1.12. Célculo da Curvatura de uma curva no GeoGebra

Capitulo 2. Fungées com duas variaveis

2.1. Funcgoes com duas varidveis

2.2. Dominio (Regidao Admissivel), Imagem e Grafico de
fungoes com duas variaveis

2.3. Curvas de Niveis

2.4. Principais Superficies

2.5. Uso do GeoGebra para plotagem de Superficies
2.6. Visualizacao das Curvas de Niveis no GeoGebra



41

43
52
57

59
62

65
67

68

70
71

76
78

8o

81
83
85
87

92
93

06

Capitulo 3. Calculo diferencial de Fungoées com
duas variaveis

3.1. Limite de fun¢oes com duas varidveis

3.2. Derivadas Parciais & Derivadas Direcionais

3.3. Plano Tangente a uma Superficie

3.4. Regra da Cadeia

3.5. Derivacao Implicita

3.6. Taxa de Variacao

3.7.Visualizacao das Derivadas Parciais no GeoGebra

Capitulo 4. Estudo Diferencial

4.1. Pontos Criticos

4.2. Classificacao dos Pontos Criticos via Hessiano da
funcao

4.3. Problemas de Otimizacao

4.4. Simulacao de Problemas no GeoGebra

Capitulo 5. Integrais Duplas

5.1. Integrais Duplas

5.2. Integrais Iteradas - Coordenadas Retangulares
5.3. Mudanca de Regioes Admissiveis, Alternancia do
elemento de area

5.4. Integrais em Dominios Circulares - Coordenadas
Polares

5.5. Calculo de Areas via Integrais Duplas

5.6. Calculo de Volumes com o uso do GeoGebra

Sobre a autora



Prefacio

O cdlculo diferencial e integral para fungdes, com duas ou mais variaveis,
depende tanto das ferramentas de Calculo diferencial e integral para funcdes
de uma variavel, quanto das operacdes vetoriais vistas em Algebra Linear
atribuindo, assim, ao ensino-aprendizagem mais pré-requisitos. Ressalta-se,
ainda, a importancia do uso de softwares educacionais como o GeoGebra,
trazendo uma construcdo geomeétrica, a fim de melhorar a assimilacdo dos contetidos.

E importante que o leitor execute alguns comandos no software utilizado
para cada sessdo, pois o0s objetos do Cdlculo, neste caso, as curvas - planas e
espaciais e superficies podem ser facilmente identificadas e, assim, ganhar
mais familiaridade, facilitando a elaboragdo ou idealizagdo de resolucao de
exercicios solicitados durante o decorrer da disciplina.

Se atentar também para as parametrizacOes é um recurso muito valido para as
construcoes geométricas, mesmo que seja na associacao com o mundo pratico,
pois na Engenharia é comum o estudante se deparar com calculos que precisam
do comprimento, curvatura e area da circunferéncia, por exemplo. Bem como
nas aplicacdes envolvendo fungdes com duas ou mais variaveis, nos problemas
de otimizacdo dentro de uma indtstria.

A medida que o leitor conseguir enxergar e perceber as particularidades
de cada objeto no seu especifico ambiente, fazendo o plote das superficies no
software GeoGebra, dara mais suporte para que se possa realizar os calculos
exigidos em questdes mais construtivas. O uso de tecnologia é primordial para
os estudantes de Engenharia, uma vez que se consegue examinar com mais
exatidao uma determinada propriedade ou calculo que venha ser solicitado.

Os tépicos tratados aqui foram construidos juntamente com a ministracao
da disciplina de Calculo II para os cursos de Engenharia da Escola Superior de
Tecnologia (EST) da Universidade do Estado do Amazonas (UEA), trazendo
uma linguagem mais acessivel, com o intuito de preencher lacunas do saber
para os leitores.

Os exemplos e exercicios resolvidos, em sua maioria, sdo exemplos ou
exercicios do livro Cdlculo, volume 2, de James Stewart (2017), uma vez que
a literatura é rica em exemplos contextualizados os quais, aqui, serdo ilustrados
com o uso de software (sempre que possivel) e calculos, que foram executados
em sala de aula ou esclarecimentos provindos das dividas dos em sala de aula.
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As fungdes vetoriais se tornam uma espécie de revisdo do contetido visto
em “Cdlculo diferencial e integral para fun¢ées com uma varidvel”, porém
permite a parametrizacdo de curvas, inclusive as que foram vistas em “Algebra
Linear - as cbnicas”, ampliando o universo tanto no espago bidimensional como
tridimensional. A nog¢do de cdlculo serd replicada de acordo com o espago de
chegada de tais fungdes, podendo-se inclusive identificar as curvas que ora
dependem de um pardmetro com uma fungdo dependendo de uma varidvel real.

1.1 Funcoes Vetoriais

Definicdo: Uma funcdo do tipo f:1 - R" é uma funcdo vetorial, onde é um
intervalo real. Sendo definida a partir de um parametro real e tomando valores
no espaco - dimensional.

Logo, entendemos a funcgao vetorial por:

f:l->R"
t — (fy,(®),..n(©)

onde cada uma das fi(t) sio chamadas de fungées coordenadas ou fungées

paramétricas que dependem do pardmetro ¢t € I.

Nota: Perceba que a cada pardmetro ty se associa um ponto de
n coordenadas.

1.2. Dominios, Imagens e Tragcos de uma
Funcao Vetorial

Claramente como sao funcdes, iremos estudar os elementos basicos
estudados sobre fungdes, a saber, dominio, imagem e gréfico, sendo que neste
caso o grafico de func¢dxes vetoriais sera retratado como trago de uma curva.

O dominio das fungdes vetoriais se atém as mesmas restricdes de Calculo
com uma variavel, o que se diz respeito a boa definicdo das funcoes coordenadas,
como, por exemplo: fungGes escritas como quocientes, raizes ou ambas.
Logo, se determinando o conjunto ideal para cada uma das fun¢des coordenadas
-D(f;), podemos ter a intersecdo de tais dominios - b (f,), constituindo o
dominio D da fung&o vetorial como um todo.

10



Para se determinar a Imagem e o traco de tais fung0es, precisa-se fazer uma
identificacdo do espaco de chegada com um ponto do espaco R™. Manipulando
o sistema bem trivial conseguimos expressar a funcdo paramétrica associada
com uma fungdo de uma variavel real.

Exemplo 1. Considere a fungdo y(t) = (¢, t). Associando as fungdes
coordenadas com um ponto no plano i.e, (x, y), temos um sistema trivial

x=t
{yzt M

o qual podemos associar a funcdo real ¥ = X | cujo trago é uma reta
crescente passando pela origem do sistema (Ver Figura 1).

Figura 1. Traco da funcéo y

N

Fonte: App GeoGebra Gréfica

De acordo com as func¢des coordenadas em (1), vemos claramente que nao
se tém restrigGes, assim sendo, o dominio D (y) = R. Como visto pela
associacdo, a imagem da fungéo é todo o R2.

No exemplo a seguir iremos demonstrar a obtencdo do intervalo real que
sera definido como o dominio da fungdo vetorial.

Exemplo 2. Considere a fungdo vetorial dada por ® = (\,;%—_34'%'171(9—30),
restricdo em relacdo ao parametro. Identificando as fungdes coordenadas e
escrevendo os seus respectivos dominios.

11



n®=77=, onde o seu dominio é D(y;) = {H€R2t—4 >0} =
{t; € Rt > 2}, visto que no numerador ndo possuimos restrigdo.

2
, onde o seu dominio é D(y,) ={t; € Rt # —2 et + 2}

YZ(t) = t2— 4

Y,(0=1In (9 - 3t) e seu dominio € D(y3) = {t; € Rt < 3}, uma vez que a fungéo
logaritmica s6 funciona para valores positivos no logaritmando.

Descrevendo em termos de conjuntos cada um dos dominios e fazendo
a intersecao.

Figura 2. Imagem ilustrativa do conjunto numérico

D (y1)

(-é -1 0 1 2 3 4 D(y2)

ESsssaasaaapassaee—————————1 >
-2 -1 0 1 2 3 4 D(ys)

T 1 0 1 s o NDUD

Fonte: App GeoGebra

O grafico das funcdes vetoriais sera especificado em relagdo ao espaco de
chegada. Quando temos n = 2, iremos obter as curvas planares e, quandon = 3,
teremos as curvas espaciais.

Exemplo 3. Seja a funcdo vetorial dada por y(t) = (t>+3t—1).
Ao identificarmos as funcGes coordenadas, por:

X
y
Isolando t em relagdo a segunda equacdo no sistema e substituindo na
primeira, obtemos a equacdo de uma parabola x = (y + 1)? + 3, cujo Foco

C (14—3, —1) localizado no eixo das ordenadas e transladada 3 unidades no eixo
das abscissas.

t?2+3
f—1 2)

12



Figura 3. Traco da parabola

0,5

-0,5

-1.5

Fonte: App GeoGebra Grafica

Com base na andlise do traco contido na Figura 3 podemos destacar que o
dominio é vélido para ¢ € R, uma vez que as fungdes coordenadas ndo possuem
restriges e a imagem Im(y) = {(x,y) € R?;x > 3}.

1.3. Principais parametrizacoes de Curvas

Muitas das curvas conhecidas tém uma parametrizacdo simples de
construcao, mas outras dependem de fungées trigonométricas o que ja torna o
calculo mais extenso. Vejamos alguns exemplos importantes para a constru¢ao
de tracos de curvas planas e espaciais. Note que se uma curva ndo possui apenas
uma unica parametrizacdo e quando usa-se alguma parametrizagdo para uma
curva, dizemos que a curva é parametrizada.

Exemplo 4: [Parametrizacdo de uma circunferéncia] Dada uma
circunferéncia de raio 1 e centro na origem (conforme Figura 4).

Figura 4. Circunferéncia de raio 1 e centro na origem

Fonte: App GeoGebra
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Seja um ponto A pertencente a circunferéncia, considere suas respectivas
projecoes nos eixos das abscissas e das ordenadas. O tridngulo formado é
retangulo com hipotenusa igual ao raio 1. Estabelecendo as relacGes métricas
num tridngulo retangulo em relagdo ao angulo 6, temos:

b

Logo, a parametrizacdo da circunferéncia é dada por y(8) = (cos¥,
sen ), com 6 € [0,27].

cosf
senf

(3)

Nota: A medida que o angulo 6 cresce, o sentido da curva se da no sentido
anti-horério, conforme mostra Quadro 1.

Quadro 1. Amostra contendo dngulos na forma crescente e seus respectivos pontos

Medida do angulo 6 Ponto (cos 0’ send)

00 (1,0)
T <\/§ 1>
6 272
; (2.2)
4 2’2
n (1 \/§>
3 22
: (0,1)

Fonte: Da autora
Em particular, a parametrizacdo de uma circunferéncia de raio r é dada por:
y(t) = (rcost, rsent) 4)

A equacdo (4) define o que chamaremos de coordenadas polares. Perceba
que mesmo ndo utilizando 6 para denotar angulos, subentende-se que o
parametro t esta associado a angulos, visto que as fungoes coordenadas sdo
fungdes trigonométricas.

Um exemplo de uma curva espacial muito utilizada é a Hélice Circular dada
por: y(t) = (cost, sent, t). Descrevendo as funcdes coordenadas identificadas
com um ponto do plano 3D, temos:

14



X = cost
y = sent (5)
z

As duas primeiras equacées em (5) conforme o Exemplo 4 descreve uma
circunferéncia de raio 1 e centrada na origem, i.e, o parametro t ¢ medido como
angulo, e ja na terceira equacao, o valor do parametro é transformado para o
valor aproximado de 1. Podemos pensar em z = t como sendo um vetor que
cresce descrevendo um formato circular e assim gerando a Hélice Circular.

Figura 5. Hélice Circular - Curva Espacial

7A

AN

Fonte: App Geogebra Calculadora 3D

A seguir, o Quadro 2 mostra as principais curvas e suas respectivas
parametrizagoes.

15



Quadro 2. Parametrizagdes de Curvas Importantes

Nome da Curva Parametrizacao

y(@) = (xo + at,yo + bt);
Reta em 2D Py (X0, ¥o) ponto inicial

v = (a, b) vetor diretor
y(@) = (xo + a,yo + bt, zy + ct);
Reta em 3D Py (X0, ¥0,Zo) ponto inicial

v = (a,b, c¢) vetor diretor

Parabolas com eixo sobre o

_ 2
Eixo das Ordenadas v(0) = (dt+eat” + bt +c)

Pardbolas com eixo sobre o

Eixo das Abscissas y(t) = (at + bt +c,dt +e)

y(t) = (xo + acost, y, + bsent);

(X0,Y0) Centro
a Semieixo maior
b Semieixo menor

Elipse* (*Eixo maior
dependendo da condicdo a > b
ou vice-versa)

o ) y(t) = (xo + asect,y, +btgt),t €
Hipérbole com eixo sobre o ( b n) (n 311)

Eixo das Abscissas

B

2’2 27 2.
(X0, ¥o) Centro

L . y(t) = (xo + asect,y, + b tgt),t €
Hipérbole com eixo sobre o ( - ,,) (n 3n)

Eixo das Ordenadas T22) \2 7

b}

2’2
(x0,¥0) Centro

) o ) y(t) = (xo + rcost, yo + rsent);
Circunferéncia de raio r com I raio

centro em (Xg,Yo) (X0, Yo) Centro

Fonte: Da autora

1.4. Calculo de Limites, Derivadas e
Integrais de Funcoes Vetoriais

Iremos abordar, de maneira bem sucinta, algumas das técnicas, principais
teoremas e corolarios para a execucdo dos calculos de limite, derivada e integral
de funcgdes vetoriais, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [1] ou
em [2].



Para o calculo de Limite de funcgoes, tudo ocorrerd em funcao do pardmetro t.
Entdo, a aproximacdo do limite se dard em termos de aproximacao |t — to| < &
implicando na aproximacao de |f(t) — L| < € sendo § suficientemente pequeno
e € positivo. Caso exista essa convergéncia, dizemos que L € R" é o limite da
funcdo vetorial f quando t se aproxima de t,,, denotado por

lim f(t) =L

t-ty
Caso a funcgdo seja continua, o limite L coincide com f(t,).

Lembrando que neste caso, ja serd validado o Teorema de L’Hospital,
Limites Fundamentais e técnicas de calculo de limites para quando a fungao
ndo estiver definida no ponto dado. Ver [3].

- . Vt-1 1-—cos(t—1)

Exemplo 5. Sendo a fungdo vetorial dada por y(t) = (t—_12t——2)’
verifique que o limy(¢) é igual a (% 0).Claramente, a funcdo y ndo esta definida
para o parametro t = 1. Porém, ambas fun¢des coordenadas estdo condizentes
com as hipdteses do Teorema de L’Hospital.

« vt ) L
Para a fungdo coordenada 1(¢) = ——7~ o célculo do limite prossegue como:

lim = lim
-1 t—1 t—1

1
Vi-1_ 3
1 2

e para a funcdo coordenada y,(t) = 1_%_(;_1) que pode ser resolvida
até mesmo por uma substituicdo e chegaremos num limite fundamental,
a saber, ltlﬁrr(}l_%oSt = 0. Assim %Hml‘CTOS(W), onde w = t — 1 (Substituicdo feita
no limite). w0

Para o célculo de derivadas também se herdara todas as propriedades de
derivacdo, Regra da Cadeia, Regras de derivacdo para fun¢des algébricas,
trigonomeétricas e logaritmicas de fun¢des com uma variavel. Ver [3].

Exemplo 6. Sendo a funcdo vetorial f(t) = (%, In(2t + 1)). A derivada

da funcdo f quando o pardmetro t é igual a 1 vale (—5,2).

‘g ~ t—5
Identificando as fungdes coordenadas, obtemos: f;(t) = —— no qual
precisaremos da regra do produto, como a seguir:

(t—5)'.(t)—(t—5).(t)’_1.t—t—5 -5

t2 t2 Tz

fit) =

Portanto, f/(1) = 5.

17



Jaf,(t) = In (2t = 1). Para calcular a derivada iremos aplicar a regra da cadeia,
utilizando a regra de derivacdo de funcoes logaritmicas.

1 2 2
Logo, fz(8) =572 =5;77 - Segue que f;(1) = 3

Portanto, f'(1) = (—Sé).

Uma das aplicagoes do estudo de derivadas é a determinagdo da reta tangente
ao grafico num ponto pré-determinado. A tnica coisa que sera diferente sera a
escrita da reta, que segue na sua forma vetorial, contetido de Algebra Linear.

Sempre lembrando que, para a determinacdo de uma reta, precisamos de um
ponto pertencente a reta e o vetor diretor da reta, que, neste caso, sera o vetor
derivado da funcdo aplicado no ponto especificado.

Exemplo 7. A reta tangente ao gréafico da funcéo f(t) = (t,—2t? + 5) no
ponto (—3,6). Perceba que a escrita da reta tangente devera fazer mencao ao
parametro. Assim, o pardmetro associado ao ponto A = (—3,6) da curva se
refere ao pardmetro t = —1.

J& temos, assim, o ponto pertencente a reta, que, naturalmente, é um ponto do
traco da fungao. Tem-se agora que calcular o vetor tangente a curva nesse parametro.

f'(t) = (1,2t) o que acarreta f'(—1) = (1,—2), o qual é o vetor diretor da
reta tangente.

Logo, r: {; i 6_3_-; ; é a reta tangente na sua forma vetorial, onde A € R

é o parametro da reta.

Figura 6. Construcao do traco da funcéo e reta tangente ao trago no ponto A

X = (-8, 6) + A (0.5, -1

A 6
\.B X = (-52 5) + (0.5, 0.25 2

Fonte: App GeoGebra Grafica

18



Passamos, agora, para a integral de fungoes vetoriais, na qual varios métodos
de integracdo sdo necessarios como: substituicdao simples e trigonométrica,
integragdo por partes e método das frages parciais. Seja para o calculo de
integrais definidas ou indefinidas.

t-5

Exemplo 8. Dada a funcao f(t) = ( >

te—4

,tet). Verifique que a integral

definida de f variando de t = 3 a t = 1 vale (—0.2;123,6).

t—5
Para calcular a integral da fungdo coordenada f1(t) = 72 _ 4 temos que

executar o método de fracGes parciais. No caso, o denominador é fatorado, via
diferenca entre quadrados, como (t — 2)(t + 2).
Isto significa que podemos "quebrar" a fracao:

t-5 A B At+2)+B(t-2)
t2—4 t—2 t+4+2 t2—4

Fazendo igualdade de polinémios e resolvendo o sistema, encontramos

3 7
=_-- e B=-
A 3 2

Calculando a integral:

f4t_5dt it — 21+ Zinlt + 2| 12+ 16+ it — L n5 = — 312 + 2 iné — L ns
=——lIn|t — —In =—=In2+4+— - — = =—- - - =
e Z I ) 2 4n+4n i 4n+4n n

Na fungdo coordenada f,(t) = te® temos que utilizar o método de integracio
por partes, seguindo a ordem dada por LIATE, onde L associa fungdes
logaritmicas, I fungoes inversas, A funcdes algébricas, T funcdes trigonométricas
e E funcdes exponenciais.

e~ du .
Fazendo a substituicdo: u = t, onde w-le dv = etdt ou seja, v = et.
Temos:

4 4
f tetdt = tet — etdt=tet—et| = 4e* —e* — (3e3® —e3) = 3e* — 2¢3
3 3

Yt-5 [ 3 7 7 . 2\
Portanto, L m,te dt = —Zan + Zln6 - ZlnS, 3e* — 2e = (—: 02123,6)

1.5. Algumas Operacoes Vetoriais entre
Funcoes Vetoriais

Enxergando as funcdes vetoriais como vetores no espaco de chegada,
podemos implementar algumas operacdes que ja foram vistas em Algebra
Linear em se tratando dos produtos entre vetores.

19



Dadas curvas y;(t) = (x1,(0), y21(0)z1(0) € y2(t) = (xz, (1), ¥2(D)z2 (1)),
podemos fazer as seguintes operagoes:

D (- 72)® = x1(0). 25(8) + y1(£). y2 () + 21 (£). 22(8)
(Produto Interno ou Escalar)

i j k
) (y1 X y2)(@) = [x1(6) (&) 2z (®)
x2(8) y2(t)  z(b)

(Produto Externo ou Vetorial)
Sendo as operagdes ainda dependentes do parametro, pode-se calcular
as respectivas derivadas e substituir o parametro ao final, ou, pode-se ainda

calcular as derivadas via Regra de derivagdo para produto de func¢des, desde
que preservando a operagao associada, como a seguir:

D (ry-v2)' (®) = y1() - y2(®) + v1 () - v5(t)
D) (1 X ¥2)' (@) = y1(®) X ¥2(t) + 1) X y2(t)

Tais operagOes sao importantes para as aplicacoes que faremos na préxima
sessdo, para o calculo da curvatura de curvas.

1.6. Calculo de Areas usando Funcdes
Vetoriais

Nesta sessao faremos uma comparacao entre os métodos vistos em Céalculo
diferencial e integral para o célculo de areas para fungoes de uma varidvel com
as Funcgoes vetoriais, haja vista que precisamos fazer uma adaptacao da férmula
para que dependa apenas do parametro t.

Ao calcularmos a drea compreendida entre o grafico de uma funcdo real
f = f(x)tal que f(x) > 0 associamos a integral definida:

A= fbf(x)dx = fby dx (6)

Trabalhando com uma fungéo vetorial f(t) = (f1,(€)f2(¢)) na qual, ao
associarmos a imagem com um ponto do R?, obtemos:

{x = f1(t)
y = f2()
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Podemos reescrever a equacdo (6) substituindo as fung¢des coordenadas,

ty
A=| L®OH@d 7

to

na qual o parametro t é associado ao ponto de abscissa a e o pardmetro t;
é associado ao ponto de abscissa b.

Nota: E sempre importante em funcdes vetoriais deixar tudo em funcio
do parametro.

Exemplo 9. Calcule a area compreendida entre a curva dada por
y() = (t,+1t? +3) easretasx = —lex = 2.

Figura 7. Traco do grafico e sua respectiva area

5 X=[1, 3) = (-0.5t, 0.25 t?)

Fonte: App GeoGebra Grafica

Resolucdo: Para iniciar: temos que esbocar o grafico da funcdo no plano
e identificar os pontos de interse¢do, para que possamos identificar os
parametros associados.

Para que x = —1, temos t + 1 = —1, logo o pardmetro t = —2

Assim, a area sera dada por:

Analogamente, para que x = 2, temos o parametro t = 1
1 t3
A:f (t? +3)dt =—=+3t
-2

1 13 (_2)3
e ~(Eeao)-(raca)

_ 10 —26 _36_12
=3 =3 = u.a.
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1.7. Comprimento de uma Curva

Umas das aplicacGes mais relevantes do calculo diferencial aplicado a
funcgdes vetoriais sdo: o calculo do comprimento de uma curva e o calculo da
curvatura de uma curva. Esta é uma area da Matematica muito interessante
conhecida como Geometria Diferencial. Ver [4].

De maneira analoga ao calculo do comprimento de uma curva para uma
funcdo de uma varidvel y = f(x) onde considera-se uma particdo do intervalo
(a,b), conforme Figura 8.

Figura 8. Visualizacdo da Particdo do intervalo (a, b) no eixo das

abscissas e a aproximacdo linear pelo segmento poligonal P = P; (xi‘yi)

y
y=f

4

o —
>

0 a x1 xz Xi-1 Xj

Fonte: Stewart, 2017

Nota: Quanto maior é o refinamento da particao, melhor é a aproximacao.

Assim, o comprimento da curva é aproximado pelo lim |P;_; P;|. Por outro
n—oo
lado, o comprimento de um segmento poligonal é dado por:

PiyPl =y = xi_)2 + vy — yi-1)% = /AxZ + Ay? (8)

Mas de posse do Teorema do Valor Médio, sabemos que existe um ponto
x; € (x;-1,x;) tal que:

fxio) = fx) = f1(x) (o — x4)

Ou seja:
Ay = f'(xi)Ax C)
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Substituindo (9) em (8);

Temos o célculo do comprimento de uma curva dada por:

[= lim |pl 1P|—j /1—f(x)) dx  (10)

Definicao: [Curva diferenciavel] Uma curva parametrizada é uma curva
diferenciavel, ou seja, uma aplicagdo diferenciavel y:] ¢ R - R" dada
por y(t) = (y1, (t), 2, (t) ...¥n(t)), se as fungdes coordenadas y(t) forem
diferenciaveis vi =1, ...,n

Nota: Uma funcdo é dita diferenciavel (ou suave) se ela possui, em todos
os pontos, derivadas de todas as ordens. Mas precisamente a fungdo é de classe
C™. Ver [4].

Definicao: [Comprimento da curva] Considere uma curva diferenciavel
parametrizada y regular, i.e, y'(t) # 0,vt € I c R (Conforme a Figura 8). Entdo
o comprimento da curva y denotado por I(y) num intervalo « < t < g é dado por:

B
I(6) = f ' (Olde

Para exemplificar, assuma que y:R - R? , tem-se y(t) = (f(),g(t)) ou
associando a um par do R?, a saber, x=f(t), y=g(t) e os pardmetros a e
Bassociados aos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Figura 9. Traco de uma curva aproximada por vetores tangentes nos pontos Pj's

y
C

P> l Pi—l

P:

Po

Fonte: Stewart, 2017

Assumindo que y’'(¢t) # 0, temos a garantia de que ambas x'(t) # 0 e
y'(t) # 0. Podemos ter o Teorema do Valor Médio vélido para ambas fungdes
coordenadas e assim ter:
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n n n
l= rllin.}OZ|Pi—1Pi| = Jmoloz VO =% + i — yim1)? = Alﬂc}oz VAx; 2 + Ay; 2
i=1 i=1 i=1

n n
= lim Z J(f'(t;)At)z + (@ (€")AD? = lim Z £1(6)2 + g/ ()2 At
n—oo n—-oo
i=1 i=1

Assumindo que t; e t{*, uma vez que f' e g’ sdo continuas, temos que 0
comprimento de uma curva é dado pela integral definida do comprimento do
vetor tangente dentro do intervalo considerado.

B B
1= [ VForrg@dc= [ @lae  an

Exemplo 10. Mostre que o comprimento de uma circunferéncia de raior é
igual a 2mr.

Resolucdo: Considere a parametrizagdo da circunferéncia de raio r (Ver
Quadro 2) por

y(t) = (rcost,rsent),t € (0,2m)
Utilizando a férmula em (11), temos:
y'(t) = (—rsent, rcost) cujo comprimento é |y’ (t)| =7
Portanto,

2T 21
lzf rdt=r.t| =r2m = 2nr
0 0

1.8. Curvatura de uma Curva

Para conseguirmos calcular a curvatura de uma curva, que é o traco de uma
funcdo vetorial, precisamos reparametrizar a curva, a fim de que possamos
calcular sobre a curva.

Definicao: [Parametrizacao pelo comprimento de arco] Seja s = s(t) a
fungdo do comprimento de arco da parte da curva ¥y = y(t),0 < t < a que vai
de a até t definida por:

t
S(t) = j V' Old  (12)
0
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Exemplo 11. Reparametrize a reta dada por y(t) = (-1 +t,5 + 3t,4 — 2t)
pelo comprimento de arco medido a partir do seu ponto inicial na direcao de
crescimento de t.

Resolugdo: O ponto inicial da reta é o ponto P, (-1, 5, 4) cujo pardmetro
associado é t =0

A funcdo ¥'(®) = (1,3,-2) com [y’ ()| =V1+9 + 4 =14

Assim, pela equagao (12), temos:

t
szfx/ﬁdtzx/ﬁt
0

Assim, a reta parametrizada pelo comprimento de arco é dada por:

y(s)=<—1+ > ,5+ 35,4— 25)
N v AN v

Definicao: [Curvatura de uma curva] Considere uma curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco s, dada por ¥ =y(s) com
v'(s) # 0 vt. Em cada ponto podemos ter o vetor tangente unitario, T, a curva.

Definimos a curvatura como sendo ao médulo da taxa de variagdo de T ao longo
da curva em cada ponto. Assim:

k= ar (13)
" lds

Se quisermos tornar a curvatura em fung¢ao do pardmetro, basta lembrar que
T(s (t)), i.e, o vetor tangente unitario depende de s, mas s depende de t.

Usando a regra da Cadeia, obtemos:

dT _dT ds (14)
dt  ds dt

Isolando a taxa de variacdo de T em relacdo a s em (14) e substituindo em
(13), temos:

dT
@l _[TOf 1T @)l
k(&) = ds “y'(t) "o

Note que a equacdo (15) fica dependente apenas do parametro.
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. al . . 1
Exemplo 12. Mostre que a curvatura da circunferéncia de raior é k = -

Resolugado: Tomando a parametrizacdo da circunferéncia por y (t)= (rcost,

rsent). Calculamos:
y'(t) = (—rsent,rcost), |y'(t)| =r

y'(®)

T® =101

= (—sent,cost)

T'(t) = (—cost,—sent),|T'(t)| =1
Logo, substituindo as informagoes acima na equagao (15):
1
k(t) = ;

. N . 1 :

A curvatura da circunferéncia é constante igual a 7 e nos diz que a curvatura
é inversamente proporcional ao raio. Ou seja, quanto maior é o raio, menor é
a curvatura e vice-versa.

Exemplo 13. Mostre que a curvatura da reta é nula.

Resolugio: Considere a parametrizacdo de umareta y(t) = (xo’ +atyy + bt)
de acordo com o Quadro 1.

Para verificar a curvatura precisamos fazer os seguintes calculos:
y'(t) = (ab) com y'(t)| =V a? + b?

_y'@® a b
T® =101~ (\/az 5 Vot bz)

T'(t) = (0,0) com |T’'(t)| = 0.
Logo, a curvatura é:

0
KO = T~ O
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1.9. Uso do software GeoGebra para
plotagem de Curvas Planares e Espaciais

O software GeoGebra (Ver Figura 10) é um software livre, que ocupa pouco
espaco e pode ser facilmente instalado em aparelhos celulares, tablets ou computador.

Figura 10. fcone do App GeoGebra

Q,osp Suite GeoGebra Calculadora
GeoGebra

Fonte: Suite GeoGebra Calculadora®

No aparelho celular, acesse App - Suite GeoGebra, e instale o aplicativo,
o qual dara acesso as calculadoras: Gréfica (que no caso plota graficos em
2D), 3D (que plota grafico em 3D), entre outras, conforme pode ser observado
na Figura 11.

Figura 11. Acesso as Calculadoras no App Suite GeoGebra

Fonte: Suite GeoGebra Calculadora

Para plotar os graficos das curvas, coloca-se sua parametrizacdo na Entrada
do aplicativo GeoGebra (Conforme Figura 12).

1 Disponivel em: https://play.google.com/store/apps/details?id=org.geogebra.android.
calculator.Suite
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Figura 12. Visualizacdo das Janelas dispostas no App
GeoGebra Classic 5 - Versdo para Computador

€7 GeoGebra Classic 5 — O X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A D O, O] 4N =
) Janela de Algebra X || » Janela de Visualizagao X
6

Entrada:

Fonte: Suite GeoGebra Calculadora

Utilizando o comando:

Curva(<Expressdao>,<Expressdo>,<Expressao>,<Variavel>,<Valor
Inicial>,<Valor Final>). Para curvas em 2D, basta utilizar as duas primeiras.
Nao esquecendo também, caso esteja trabalhando no computador de ajustar a
visualizacdo para 2D ou 3D, dependendo da curva a ser trabalhada.

Figura 13. Traco da circunferéncia com a sua devida expressdo na Janela de Algebra

» Janela de Algebra X|| » Janela de Visualizagido
x = cos(t
® a: (t) 0<t<6.28 T
y = sen(t) - —
a
-2 A 2

Fonte: App GeoGebra Grafica

Na Figura 3, traco de uma curva em 2D - Parabola. Utilizou-se o App
Geogebra Gréfica.

Na Figura 4, traco da hélice circular - curva em 3D. Utilizou-se o App
GeoGebra Calculadora 3D.

1.10. Uso do software GeoGebra para
calculo de Areas

Para o calculo de areas, seré utilizada a funcdo Integral (<funcdo>,<Valor
de x inicial>,<Valor de x final>) na Entrada do software GeoGebra e,
automaticamente, sera esbocado o traco da curva, juntamente com suas
delimitacoes e o valor da area (como na Figura 7).



Nota: Um dos problemas de se utilizar a fungdo acima é que para algumas
curvas, no caso das conicas, ndo poderao ser calculadas de uma s6 vez. Neste
caso devera ser tomado uma parte (se possivel simétrica) como uma fungdo e
somente depois do calculo, multiplicada pelo nimero de vezes que se repete
na por¢ao negativa da funcao.

No caso de algumas figuras, como, por exemplo, o circulo podera ser
utilizado no botdo de ferramentas do software GeoGebra o botdo Circulo:
Centro e Raio e, logo em seguida, o botdo area (ver Figura 14), e clicar sobre
o circulo mostrado na tela de visualizacao.

Figura 14. Identificagdo do botdo na barra de ferramentas do GeoGebra

P NEES

«4; Angulo

Q8 Angulo com Amplitude Fixa

T/( Distancia, Comprimento ou Perimetro

< Area
/A Inclinacdo

{1,2} Lista

|-~

b Relagao

&

Inspetor de Fungdes

Fonte: App GeoGebra Grafica

1.11. Calculo do comprimento de uma
curva no GeoGebra

Para o cdlculo de comprimento de uma curva, basta escrever na Entrada
a funcdo Comprimento (<Curva>,<Valor de t inicial>,<Valor de t final>).
Ao colocar cada uma das solicitacdes conforme o nome na Janela de Algebra,
o valor do comprimento aparecera na Janela de Algebra.

Nota: Neste caso o valor de 1t é aproximado com duas casas decimais de
3,14, assim, na Janela de Algebra aparecera seu valor numérico.
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1.12. Calculo da Curvatura de uma curva
no GeoGebra

Apbs a colocagdo das equacdes paramétricas da curva (conforme item 1.9)
e sua devida visualizagdo no espaco adequado (2D ou 3D), usa-se o comando
Curvatura (<Ponto>,<Objeto>).

Observacao: Mesmo usando a parametrizacao para o plote do grafico, o
software s6 aceitara as coordenadas do ponto e o resultado claramente sera
dado na forma decimal.
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)l=cos-1
X

90
60

30

360

300
270

A\

315

330

Funcoes com
duas variaveis

Capitulo 02



Neste capitulo, os objetos de estudo serdo as chamadas Superficies, que
com auxilio das cénicas e quddricas vistos na disciplina de Algebra Linear
e de ferramentas do cdlculo diferencial e integral, poderemos estender os
conceitos, se habituando ao espago trabalhado dentro de cada conjunto, quer
seja no dominio ou na imagem, para conseguir ampliar os conceitos do cdlculo
diferencial e integral para fungbes com duas varidveis. Em alguns casos iremos
precisar das chamadas curvas de niveis, para tentar entender o grdfico de
algumas superficies.

2.1. Fungdes com duas variaveis

Seja f: R? - R que associa a um par ordenado (x,y) € R?, um niimero real,
a este tipo de fun¢do chamamos de funcdo com duas variaveis.

Figura 15. Representacdo dos conjuntos associados na funcéo

ZA

yl
tf(xy)
xy) ‘

0 X
D (a‘b)\/.p f(a,b)

Fonte: Stewart, 2017

Como fungdo, é necessario ter as preocupagoes de sempre, a saber: dominio,
imagem e grafico de fungdes. Neste caso, s6 temos que adaptar o conceito para
o0 espaco a ser trabalhado. E falando em adaptacdo, no caso das funcoes de uma
variavel, trabalhamos com intervalos abertos, porém no R?, tais conjuntos so
tratados como Bola com centro no ponto e raio 4. Esta nogao é trabalhada no
ramo da matematica que trata da Topologia do Espago.
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2.2. Dominio (Regiao Admissivel), Imagem
e Grafico de fungdes com duas variaveis

Definicao: [Dominio de uma funcio com duas variaveis] Seja f: R* > R,
dizemos que o dominio de f é um subconjunto de R? que permite que a fungio
se realize. Como o dominio pode ser todo o R?, caso ndo possua restricio, ou
uma parte do plano, podemos esbogar graficamente no plano a Regido Admissivel
da funcao.

Observacao: Em alguns casos de definicdo da fungdo como uma funcao
restritiva, ou seja, em geral definida como um quociente, raiz ou funcao
trigonométrica ou logaritmica, devemos restringir o conjunto para que a funcao
funcione para todos os elementos de dentro do dominio.

2x +y
Exemplo 14. Qual o dominio de f(x,y) =——=—— e represente a
i~ . J3x—y-6
regido admissivel. Y

Resolucao: Note que a funcdo f dada no problema é definida como um
quociente e apresenta uma raiz no denominador. Logo, a restricdo segue por:
3x—-y—6>0
ou ainda:
y<3x—6 (16)
Logo, D(f) = {(x,y); € R?y < 3x — 6}

Na Figura 16, temos a representacdo da regido admissivel.

2x+y

Figura 16: Representacdo da Regido Admissivel da funcao f(x,y) = e
xX—y—

2 /!
/
/

1

Fonte: App GeoGebra Grafica
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Definicio: [Imagem de uma funcio com duas variaveis] Seja f:R*> - R
O conjunto Imagem da fungdo f é um subconjunto de R, no qual é “advindo”
pela funcdo de um ponto (x,y) do R? Ou ainda: Im(f) = {f; (x,y)(x,y) € D(f)}.

Exemplo 15. Identifique o conjunto imagem da fungdo dada por f(x,y) =
In (x*+ )2 - 4).

Resolucdo: Como a funcdo é definida em termos de uma funcao logaritmica,
temos a condicdo de existéncia do logaritmo, o qual imp&e que o logaritmando
x%2 +y% — 4 > 0 Arestrigdo do dominio ¢ definida pela inequagio:

x2+y2>4

Na Figura 17, percebe-se claramente que existe uma bola ou uma espécie
de funil no qual os pontos nao estdo definidos, mas apesar disso os valores no
eixo das cotas (Eixo z) estdo sendo todos utilizados. Assim, o conjunto imagem
defé

Im(f) = {In(x* + y> = 4); (x,y) € D(f)} = R.

Figura 17. Gréfico da funcéo In (x*+y*- 4)

f(x,y) = In(x*+y*-4)

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

Definicdo: [Grafico de Fungdes com duas variaveis] O grafico de uma
funcio com duas variaveis sera visualizado no R? X R = R3, isto ¢, um ponto
do grafico seré especificado por:

Gr(f) ={(x.y.f(x, ) (x,y) € D(N}
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Figura 18. Ideia da representacdo dos pontos no gréfico de f

(¥, flxy))

Fonte: Stewart, 2017

Pode-se, neste caso, identificar o plote do grafico utilizando ferramentas
de élgebra linear como planos e quadricas, ou utilizando as chamadas curvas
de niveis.

Exemplo 16. Plote o grafico da funcdo dada por f(x,y) =3x—y + 4

Resolucao: Neste caso, fazendo a associagdo z = f(x’ y), temos:
3x—y—z+4=0 a7

A equacdo (17) nos remete a equacdo do plano ax + by + cz+d = 0, com
vetor normal n = (a, b, ¢).

Para uma visualizacdo grafica mais simples, identifica-se os pontos que
cortam cada eixo coordenado.

Figura 19. Visualizacdo do Plano no espaco 3D

7
6
3X-y-z=-4
5
44 C=(0,0,4)
1
'
ir
'
23
3 1
W2 1! AT
St ¥ Rk
o AT 2
Sk 4
a7 g A= (133,00
PN "
B=(Q4:0) g 4
e 3 _“'.
1
-

T

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D
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2.3. Curvas de Niveis

Definicdo: [Curvas de Niveis] Sendo z = f(x’y) uma funcdo com duas
variaveis e z =k;,i =0, ...,n, onde k; € R, Vi. Interceptando o grafico da
funcdo com tais planos, geram uma familia de curvas no plano bidimensional.
Essas curvas auxiliam o plote do grafico da funcdo, tracando um "fatiamento"
da superficie.

Para a identificacdo da superficie gerada pela fungéo, basta fazer o nivel
como sendo uma altura no eixo das cotas (Eixo z) e plotando a curva, uma apés
a outra, cuja juncao de todas elas formam a superficie solicitada.

Observacao: Na construcdo das curvas de niveis usam-se as curvas vistas
no Capitulo 1, entre elas, fun¢des de uma variavel (fungdes lineares, afins,
trigonométricas e logaritmicas) e conicas (Parabolas, Elipses, Hipérbole
e Circunferéncias).

Figura 20. A esquerda: Curva de Nivel 2D.
A direita: Plano Z = K interceptando a superficie f

Janela de Visualizagao 2 X || P Janela de Visualizagdo 3D

o

Fonte: App GeoGebra

Exemplo 17. Plote o grafico da funcdo no exemplo 16, sendo utilizada as
curvas de niveis.

Resolugdo: Destaca-se no Quadro 3 as curvas em cada nivel k.
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Quadro 3. Identificacdo dos niveis e curvas de niveis

Nivel z = k; Equacao Representacdo
ko=0 3x—y=-4 Reta Crescente
ki=1 3x—y=-3 Reta Crescente
k,=2 3x—y=-2 Reta Crescente
k3 =3 3x—y=-1 Reta Crescente

Fonte: Da autora

Na Figura 21, pode-se perceber que as retas geradas em cada nivel ndo
mudam o seu coeficiente angular e, depois da jungdo de uma ap6s a outra,
constroi-se o plano no espago 3D.

Figura 21. A esquerda: Retas nos niveis especificados no
Quadro 3. A direita: Plote da funcéo (Plano)

f(x,y)=3x-y+4

Fonte: App GeoGebra
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2.4. Principais Superficies
No quadro 4 exibe-se as principais superficies e suas respectivas equacoes.

Quadro 4. Principais Superficies em R3 Considerando a, b,c,d, A, B,r € R
p p

Nome da

- Funcao Curvas de Niveis
Superficie

Plano fx,y)=ax+by+c Retas ax + by = d

Circunferéncias
(x=x0)* +(r—yp)?=r1?
*Q raio r é definido a
floy) = ale=x0)* + partir dos valores

a(y —yo)?+b admissiveis para k,
tornando-o positivo
(r=0)

Paraboloide

Elipses

-2 = y0)?
xy) =alx—x)?+ | St
fG,y) ( 0) A B

*Em algum nivel
pode-se obter um ponto

Paraboloide
Eliptico b(y —yo)? +¢

Hipérboles

(x = xp)* (y—yo)z_1
Az Bz

*Em algum nivel

— 2 _
Paraboloide f (@ y)a(x = xo) pode-se obter retas
Hiperboloide b(y —yo)? +c concorrentes
** As hipérboles

podem variar de eixos:
horizontais e verticais

Circunferéncias (a = b)
Elipses (a, #,b ab > 0)

f(x,y) = +ya(x —x,)? + | Hipérboles
Confeoieaguas ° (a,#ba>0eb <0)

b(y —yo)* +c

Fonte: Da autora



2.5. Uso do GeoGebra para plotagem
de Superficies

Com o aplicativo App Suite GeoGebra (que contém todas as calculadoras),
acione a Calculadora 3D (conforme Figura 22), para que se possa plotar o
grafico das fun¢des com duas variaveis.

Figura 22. Visualizacao do espaco 3D — xyz

= e
2

2
1
20 %
2 1
L

11
'

AR

+ Entrada...

uite GeoGebra Calculadora

= @

Algebra Ferramentas

Fonte: GeoGebra Calculadora

Na Entrada, utilizando o teclado virtual ja contendo as principais fungées,
coloca-se a expressdo da funcdo e automaticamente sera plotado o grafico na
visualizacdo 3D. Clicando sobre o grafico da funcao, tanto na janela algébrica
quanto na prépria superficie gerada, pode-se acessar configuragdes e modificar
Cor, nome, entre outros.

Na érea de visualizagdo, pode-se, também, retirar/colocar a malha, retirar/
colocar os eixos coordenados e usando a lupa, pode-se diminuir ou ampliar a
area de visualizagdo.

Nao necessariamente precisa-se nomear a fungao, pois essa atribuicao é
feita automaticamente.



2.6. Visualizacao das Curvas de Niveis
no GeoGebra

Depois de ja ter plotado a superficie no GeoGebra, teremos que colocar um
controle deslizante.

Figura 23. Botdo Controle Deslizante na Barra de Botdes GeoGebra

a=2
_._

v v

Controle Deslizante
Selecione uma posicao

Fonte: App GeoGebra Gréfica

Ao acionar o botdo Controle Deslizante, o nome desse botdo estara na Janela
de algebra (é necessario nomear este botdo como k) e também aparecera na
Janela de visualizacdo. E necessario o nome para identificar os planos que irdo
interceptar a superficie.

Na Entrada, colocar o comando z = k e, assim, teremos 0s planos passando
por cada nivel, conforme visto na sessdo 2.3.

Ao fazer os comandos solicitados acima descritos, ja se tera uma ideia das
curvas de niveis da fungcdo. Mas precisa-se enxergar no R? tais curvas, entdo,
colocando novamente na ENTRADA o comando f(x,y) — k = 0, podemos
verificar expressamente a curva sendo desenhada em cada nivel, conforme a
mudanca do controle deslizante k.

Se ainda quiser visualizar a curva intersecdo no R3, basta acionar na
ENTRADA a fungdo IntersecaoGeométrica(<Plano>,<Quadrica>). E, desta
forma, sera possivel visualizar a curva de nivel na prépria superficie.

Para facilitar o roteiro, acompanhe o passo a passo no Quadro 5, utilizando
a funcdo f(x,y) = x? + y? , cuja superficie é o Paraboloide.
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Quadro 5. Visualizacdo das Curvas de Niveis

Passo Descricao Comando
11° Plotar a Superficie em R3 f(x,y) = x% +y?
22° Criar um controle deslizante k
33° Criar os Planos Interceptadores z=k
44° Identificar as Curvas de Niveis fxxy)-k=0
550 Visualizar na superficie IntersecaoGeométrica
as Curvas (<Plano>,<Quadrica>)

Fonte: Da autora

Em cada linha de comando, ja mostrado no Quadro 5, é importante dar o
enter para que as figuras sejam criadas no ambiente 3D. E no 5° Passo, é preciso
utilizar exatamente a nomenclatura descrita na Janela de Algebra. Ap6s realizar
0s 5 passos, temos a Figura 24.

Figura 24. No software GeoGebra, a esquerda: Curvas de Niveis e a direita: Superficie

» Janela de Visualizagdo 2 X | » Janela de Visualizagéo 3D X

-3 1 1 .,
8 f(x,y)=TyLﬁy’+§y +x*+7

Fonte: App GeoGebra
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Neste capitulo, serd possivel estender os conceitos vistos em Cdlculo
Diferencial para fungdes de uma varidvel. Claramente com algumas diferengas
topoldgicas, uma vez que estaremos atuando em conjuntos diferentes.

3.1. Limite de Fungdes com duas variaveis

Nesta secdo, a analise do comportamento da funcdo para a verificacdo da
existéncia do limite da funcdo demandara um pouco mais de célculos uma
vez que estaremos atuando dentro de uma bola, onde conforme o raio da bola
diminui e se aproxima do ponto em questdo, ird se analisar o comportamento
do conjunto imagem desses elementos.

Definicao: [Limite de uma fun¢ao com duas variaveis] Seja f uma funcdo
com duas variaveis. Dizemos que a fungdo f possui limite se, existir L € R tal que:

plim  fGoy)
() = @bh)

ii) Dado € 20,36 2 0; 0 < |(x,y) — (@b)| < 6Y(x,y) e D(f) = |f(x,y) —L| <€
A assertiva ii) nos diz que todo elemento (x,y) € Bs(a’ b) para cada raio
0 se aproximando de (a, b) fara com que as imagens estejam convergindo

para o limite L (Ver Figura 25).

Figura 25. Ilustracdo da bola tomada com centro em (a,b) e raio 6 e a anélise das imagens

V4 A
)
D }'\
(@, b) ‘ f Lt
0 x A

Fonte: Stewart, 2017

Observacao: Para simular os elementos dentro da Bola com centro no ponto
a ser analisado no limite, iremos construir uma tabela.
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. . . . 3xy?
Exemplo 18. Determine, caso exista, o limite da fungdo f(x,y) = %

quando (x, y) se aproxima da origem.

Resolucao: A andlise do comportamento da funcao dentro da bola de raio 1 e
centro na origem (0,0) serd realizada através da Tabela 1, com espagcamento de 0,2.

Perceba que, mesmo sem a funcdo estar definida no ponto (0,0), ainda assim
podemos analisar o limite da fungdo neste dado ponto.

Em qualquer caminho, seja horizontal, vertical, na diagonal ou em qualquer
outro caminho que se aproxime do ponto em questdo, existe uma sequéncia
de forma decrescente convergindo para o que chamamos de limite da fungao.
Neste caso, existe o limite e o seu valor é zero.
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Tabela 1: Imagem por f dos pontos (x, ), pertencentes a bola de raio 1 e centro na origem

S~ -1 08 | -06 | -04 | -0.2
-1 | -1.5 | -1.17 | -0.79 | -0.41 | -0.12
08 |-146| -1.2 | -0.86 | -0.48 | -0.14
06 |-1321| -1.15 | -0.9 | -0.55 | -0.18
0.4 | -1.03 | -0.96 | -0.83 | -0.6 | -0.24 -0.24 | -0.6 | -0.83 | -0.96 | -1.03
-0.2 | -0.58 | -0.56 | -0.54 | -0.48 | -0.3 -0.3 | -0.48 | -0.54 | -0.56 | -0.58
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.2 | 058 | 056 | 0.54 | 048 | 0.3 0.3 | 048 | 0.54 | 0.56 | 0.58
04 | 1.03 | 096 | 083 | 0.6 | 0.24 0.24 | 0.6 | 0.83 | 096 | 1.03
06 | 132 | 1.15 | 09 | 055 | 0.18 0.18 | 0.55 | 09 | 1.15 | 1.32
08 | 146 | 1.2 | 086 | 048 | 0.14 0.14 | 048 | 0.86 | 1.2 | 1.46
1 15 | 1.17 | 0.79 | 041 | 0.12 0.12 | 041 | 0.79 | 1.17 | 1.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.12 | -041 | -0.79 | -1.17 | -1.5
-0.14 | -0.48 | -0.86 | -1.2 | -1.46
-0.18 | -0.55 | -0.9 | -1.15 | -1.32

olololalo|o

QIO |O|O

Fonte: Da autora

Para exemplificar, o caminho do 1° quadrante na diagonal, constituido por converge para o valor 0, assim como os caminhos
horizontais e verticais (0, ... , 0). Assim, tornando o limite existente e convergindo para o valor da convergéncia de todos os caminhos.



3xy?

Figura 26. Gréfico da funcao f(x,y) = prepnT

-300000 |

-400000 1

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

Claramente, visualizando o grafico da funcao f na Figura 26, conseguimos
enxergar uma suavidade da fungdo, mesmo que na origem exista um “buraco”,
pelo fato da funcdo néo esta definida neste ponto.

lim 3xy2 _
Em termos matematicos, (x,y) = (0,0) x2+y?

Exemplo 19. Determine, caso exista, o limite da fun¢do g(x,y) = x% + 2y
no ponto (0,0).

Resolugdo: Diferente do exemplo anterior, a questdo solicita o calculo do
limite de uma fun¢do que esta definida no ponto. A andlise, por meio da Tabela
2, ocorre de maneira analoga. Dentre todos os caminhos possiveis existe uma
convergéncia ao se aproximar do ponto em questdo, (0,0). Dessa forma, o
limite existe e seu valor ¢ igual a 4.

Note que neste caso, a fungdo ndo apresenta restri¢do e, portanto, continua.
Assim, o limite coincide com a imagem no ponto, g(0,0) =02 +2%0 =10
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Tabela 2. Imagem por g dos pontos (x, y), pertencentes a bola de raio 1 e centro na origem

>~ -1 -0.8 -06 [ -04 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1 -1 -0.6 -0.2 0.2 0.6 1 1.4 1.8 2.2 2.6 3
-08 | -136 | -096 | 0.65 | 1.05 | 1.45 | 0.64 | 2.25 | 2.65 | 1.84 | 2.24 | 2.64
-06 ] -164 | -1.24 | 149 | 1.89 | 229 | 0.36 | 3.09 | 349 | 1.56 | 1.96 | 2.36
-041-184 | -144 | 219 | 259 | 299 | 0.88 | 3.79 | 419 | 1.36 | 1.76 | 2.16
-0.2 1 -196 | -1.56 | 2.64 | 3.04 | 3.44 | 0.04 | 424 | 464 | 1.24 | 1.64 | 2.04
0 -2 -1.6 2.8 3.2 3.6 0 4.4 4.8 1.2 1.6 2
0.2 1-196 | -1.56 | 2.64 | 3.04 | 3.44 | 0.04 | 424 | 464 | 1.24 | 1.64 | 2.04
04 1-184 | -144 | 219 | 259 | 299 | 0.16 | 3.79 | 419 | 1.36 | 1.76 | 2.16
06 |-164 | -1.24 | 1.49 | 1.89 | 229 | 0.36 | 3.09 | 3.49 | 1.56 | 1.96 | 2.36
0.8 |-136 | -096 | 0.65 | 1.05 | 1.45 | 0.64 | 2.25 | 2.65 | 1.84 | 2.24 | 2.64
1 -1 -0.6 -0.2 0.2 0.6 1 1.4 1.8 2.2 2.6 3

Fonte: Da autora

Na Figura 19, pode-se perceber que nas proximidades da origem existe uma suavidade da fun¢do, devido a sua continuidade.
Assim o limite coincide com a imagem da fun¢do no ponto.



Figura 27. Grafico da funcéo g(x,y) = x% + 2y

-250

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

lim  x?+2y

=02 =
' (,y) = (0,0) 0°+2%x0=0.

Em termos matematicos
. . .. - 2xy
Exemplo 20. Determine, caso exista, o limite da fungao h(x,y) = m n

ponto (0,0).

(o)

Resolug¢do: Novamente, a analise do limite sera em torno de um ponto nio
definido na fung¢do fem questdo. Mas de qualquer maneira se pode determinar,
caso exista o limite.
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Tabela 3. Imagem por h dos pontos (x,y) pertencentes a bola de raio 1 e centro na origem

-1 -08 | -06 | -04 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1 1 0.98 | 0.88 | 0.69 | 0.38 0 | -0.38 | -0.69 | -0.88 | -0.98 -1
-0.8 | 0.98 1 096 | 08 | 0.47 0 |-047 ] -0.8 | -0.96 -1 -0.98
-0.6 | 0.88 | 0.96 1 092 | 0.6 0 -0.6 | -0.92 -1 -0.96 | -0.88
-0.4 | 0.69 0.8 | 0.92 1 0.8 0 -0.8 -1 -0.92 | -0.8 | -0.69
-0.21 038 | 047 | 0.6 0.8 1 0 -1 -08 | -0.6 | -0.47 | -0.38
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.2 1-038| -047 | -0.6 | -0.8 -1 0 1 0.8 0.6 0.47 | 0.38
04 1-069| -0.8 |-092| -1 -0.8 0 0.8 1 0.92 0.8 0.69
0.6 |-0.88 | -0.96 -1 |-092] -0.6 0 0.6 0.92 1 0.96 | 0.88
0.8 | -0.98 -1 -096 | -08 | -047 | O 0.47 0.8 | 0.96 1 0.98
1 -1 -0.98 |1-0.88 | -0.69 | -0.38 | O 0.38 | 0.69 | 0.88 | 0.98 1

Fonte: Da autora
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2xy
x? +y?

Figura 28. Grafico da funcéo h(x,y) =

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

Neste caso, perceba que os caminhos triviais como, por exemplo, em relacdo
ao 1° quadrante, o caminho diagonal constituido dos elementos (-1, ..., -1)
converge para o valor. Ja na horizontal e vertical, constituindo os elementos
(0, ... ,0) converge para o valor 0. Assim, ndo existe uma regularidade por
caminhos, tornando inexistente o limite da funcéo.

Apesar do grafico (conforme a Figura 28) apresentar um grafico com uma
certa suavidade, existe um "achatamento" das "abas" da fung¢o presentes no
quadrante ao se aproximar da origem, fazendo com que os caminhos, conforme
Tabela 3, convirjam para valores diferentes.

Para simular esses caminhos de convergéncia vistos amplamente na analise
da existéncia e calculo do limite de fun¢des com duas variaveis, temos o
Teorema a seguir:

Teorema: [Convergéncia por Caminhos] Seja fuma fungdo com duas
variaveis. Considere dois caminhos quaisquer y;,y,: R — R? suaves tais que:

th_{gf oy1(t) = Ly; v1(to) = (a,b)

tlgg)f oyo(t) = Ly;  y2(to) = (a,b)

com L, # L,. Entdo ndo existe  lim _f(x,y).
(xy)-(a.b)
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Observacao: O Teorema acima serve para dar a prova de que ndo existe o
Limite de uma fungdo com duas variaveis, uma vez que seria inviavel exibir
todos os caminhos e admitir que o limite da fun¢ao existe.

Para se calcular o Limite de uma fun¢ao com duas variaveis, temos ainda:

1) Uso de uma substitui¢do a fim de transformar a fungdo com uma variavel,
e utilizar as ferramentas vistas em Calculo diferencial para fungdes com uma
variavel, como: Teorema de L’Hospital e "racionalizagdo".

2) Propriedade de Limites estendido a fungdes com duas variaveis, quando
temos a seguinte situacdo:

f-g=0

lim
(x,y)-(a,b)

onde /¢ uma funcdo limitada e g tende para zero na aproximacdo desejada.
3) Caso a fun¢do seja continua, i.e, ndo apresente restricdo no dominio
desejado, pode-se calcular diretamente:

olm f(y) = fa,b)

Exemplo 21. Calcule o limite da fungdo f(x,y) = > no ponto (0,0).

+

2 2

Resolucéo: Note que x? + y? > x2 vale vx,y € R. E assim, X +2y

E portanto vale:

>1.

2

<—<1
x%+ y?

2
Entdo, a fun¢do f,(x,y) = Zx—yz ¢ limitada, como podemos verificar na
Figura 29.

2

x
Fi 29. Grafico da Funca VY) = —5——
igura rafico da Fungdo f; (x,y) Y

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D
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Logo, o calculo do Limite prossegue por:

x2

— =0
Y y2

lim
(x,y)—(0,0)

Uma vez que,

lim x
(x,y)~(0,0)

2
~ x e
e a fungdo ——— ¢ limitada.
x? + y?

Definicao: [Continuidade de funcdes com duas varidveis] Dizemos que
a fungfo ¢ continua em um ponto (a, b) € D(f), se valerem:

1) Existir o l)llr(la,b) foay));

(xy

2) lim _f(x,y) =f(a,b).

(x,y)—(a,b)

Observacao: Se, para todo ponto do dominio da funcao acontecer 1) e 2),
entdo f = f(xy) diz-se continua.

3.2. Derivadas Parciais & Derivadas
Direcionais

Definicao: [Derivadas Parciais] Sendo fuma funcao de duas variaveis,
temos as seguintes derivadas parciais:

af_l. fx+hy)— f(x,y)
— = lim

0x h—oo h (18)

af .. fl,y+h)—f(xy)
ay Am h (19)

A equagdo (18) é chamada de Derivada Parcial "Total" em relagdo a variavel
x e, claramente, no quociente de Newton ¢ feita a adaptagdo para a variagdo
somente no eixo indexado.
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A equagdo (19) é chamada de Derivada Parcial "Total" em relagdo a variavel
v, ¢ analogamente, faz-se a adaptago para a variagdo somente no eixo indexado.
Nota-se que em ambas equacdes (18) e (19), existe uma fixagdo de um dos
eixos, e isto gera uma reta no plano x0y. Associando os pontos da reta no plano

a superficie (x,, y,, f(x, y,)), gera-se uma curva (conforme a Figura 30) cujo

coeficiente angular da reta tangente a essa curva é exatamente a derivada parcial
em questao.

Figura 30. Interpretacdo geométrica das Derivadas Parciais

Z 4

T1

Fonte: Stewart, 2017

Na Figura 30, as curvas C, e C,sdo geradas a partir da associa¢do dos pontos
sobre a reta no plano x0y, uma fixando a varidvel y e a outra a variavel x.
T,e T, as retas tangentes as curvas, respectivamente. S a superficie gerada
pelo gréfico de f.

Definicdo: [Funcao Diferenciavel] Seja f = f(x,y). Diz-se que f é
diferenciavel, se as derivadas parciais, definidas nas equacées (18) e (19),
existirem e forem continuas.

Definicao: [Derivada Direcional] A derivada direcional de uma funcdo
se da por meio de um vetor normalizado no plano x0y, cujo vetor sera o vetor
diretor de uma reta construida no plano. Restringindo-se aos pontos do plano,
tera uma curva contida na superficie (grafico de f). Assim, o coeficiente angular
da reta tangente a Curva é a derivada direcional.
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Figura 31. Esquema gréfico da derivada de uma fungéo na direcdo de um vetor u

z

7\ 2 P20, Yo, 20)

Qlx, y,2)

|
|
I
I
|
I
S
|
I
L

Pl(x0, 30, 0) —— —_——
ha/ 3 Y
Z__h

hb PN

/ Ql(x, »,0)
X

Fonte: Stewart, 2017

Conforme a Figura 31, uma tentativa de conseguir o vetor tangente ¢
projetando os pontos P e (O, que estdo sobre a curva, no plano. Assim os pontos
projecdes sio P’ e Q’, e temos que u = (a, b) e P’Q’ sdo paralelos.

Tendo-se, assim, que x — xy = ha e y — y, = hb, onde substituindo x e y

no quociente de Newton e tomando o limite quando h tende a zero, obtemos
a derivada direcional dada por:

. f(xo+ ha,yo + hb) — f(x¢’ ¥o)
Duf = |im h

(20)

Observacao: As derivadas parciais sdo casos particulares de derivadas
direcionais. No caso, a derivada parcial de f'em relagdo a x ¢ uma derivada na
direcdo do eixo x, ou seja, do versor i. Analogamente, a derivada parcial de f
em relacdo a y € uma derivada na diregdo do versor j.

Exemplo 22. Calcule, pela defini¢do, a derivada direcional da funcdo
f(x,y) = x* + y? na diregéo do vetor u = (—1,1) no ponto (-2,3).

Resolucao: De acordo com a de fini¢do de Derivada Direcional, temos que
verificar alguns itens importantes:

1) Normalizar o vetor u
Sabendo que a norma de u é /(1) + 12 = V2, 0 vetor unitario sera (%%)
2) Substitui¢do da fungdo e vetor na equagdo (20):
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h h
-—=,3+—=)-f(=23)
Dufz}lim V2 \5)

(—2 - %)2 + (3 + %)2 — ((=2)? +32)

4h  h? 6h h?
— 45— (=2)?-32
N NG (=2)

2

Definicao: [Vetor Gradiente] O vetor gradiente é definido pelas derivadas

parciais da funcao e obtido por:
of o
o (¥ O
dx dy

Observacoes: A taxa de variacdo maxima de uma funcdo em relagdo ao
vetor, ¢ exatamente na dire¢do do vetor gradiente da fungao.

Teorema: [Derivada Direcional] Seja f = f(x y) diferenciavel, entdo ftem
derivada direcional na dire¢ao de qualquer vetor unitario u = (a,b) definido por:

Duf(x;}’)=vf(x,}’)'u (21)

Demonstra¢ao: Admita uma fungdo auxiliar de uma variavel definida como
uma composi¢do dada por:

g(h) = f(xo + ah,yo + bh)  (22)

Ao se calcular a derivada de g, obtemos:

vy Of L 0f
g (h)—a—xaﬁ'ab

Por outro lado, por defini¢do, g'(0) = D, f
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. of  of
Assim, Dy f (xo,¥0) = ¢ +6_x'b = Vf(xo,y0) - u

Exemplo 23. Calcule a derivada direcional da fungido dada no Exercicio 22.

Resolucdo: Calculando o vetor gradiente da funcao:

Vf(x,y) = (2x,2y)
Aplicando no ponto (—3,2):
Vf(-3,2) = (—6,4)
Fazendo o produto interno, conforme equacao (21), obtemos:

-1 1 6 4 10
Dy f(=3,2) =Vf(=3,2)-u=(—6,4)- < ) =

N AR AR

Observacao: [Taxa Maxima de Variacdao da Derivada Direcional] Da
equacao (20), onde se associa a taxa de variacdo com um produto interno,
sabemos que vale a Equacao que possibilita calcular angulos entre vetores,
u-v = |u||v|cos8, onde 0 é o angulo entre os vetores u e v.

Assim, D,f = Vf-u=|Vf|lu|lcos® . Logo, o valor maximo da derivada
direcional ¢ quando cosf =1 e, isto implica que 8 = 0, acarretando que Vf e
u estdo na mesma direcao.
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3.3. Plano Tangente a uma Superficie

Para determinar o plano tangente, usa-se ferramentas de Algebra Linear
para a determinac¢ao de um plano.

Definicao: [Plano Tangente] Dada uma funcdo diferenciavel f(x,y),
dizemos que o plano tangente a superficie é dado por:

d d
220 = 2 (xo,y0) (£~ x0) + - (koY) = ¥0)  (23)

Demonstracdo: Suponha que (A, B, C) seja o vetor normal e (x,, Vo, Zo)
um ponto interse¢ao da superficie e do plano tangente. Das consideracées feitas
acima, temos que z, = f(x,’y,) e da equacdo do plano, vale:

Ax —x9) +B(y —yo) +C(z—2) =0 (24)

Admitindo C # 0, dividimos a equagao (24) por C.

A B
Z—Zo=—E(x—xo)—E(y_)’o) (25)

Fazendo x = x( na equacdo (25), obtemos uma curva no plano y0z, cujo
coeficiente angular é exatamente a derivada parcial de f em relagdo ay.
E analogamente, quando faz-se y = y.

Defini¢ao: [Linearizacao] Através da equacdo do plano tangente definimos
a Linearizacdo ou aproximacao linear da funcdo dada por:

L(x,y) = f(a,b) + fr(a,b)(x — a) + f,(a,b)(y — b) (26)

Definicao: [Diferencial] A partir das diferenciais nos eixos x e y,
identificados por, dx e dy, respectivamente. Temos a diferencial total da funcao
z = f(x'y) diferenciavel definida por:

dz = fi(xo,y0)dx + f,,(x0,70)  (27)
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Figura 32. Esquema geométrico da Superficie e seus planos

z (a+Axb+Ay, fla+ A x, b+Ay))

superficie z = f(x, y)

(a,b, f(a,b) L

plano tangente

2-f(a, b) = fila, B)(x - a) + f(a, b)(y-b)

Fonte: Stewart, 2017

A Figura 32 mostra a diferencga entre variagdo Az (Diferenca que vai da
superficie ao prisma AxAyAz) e dz (Diferenga que vai do plano tangente ao
prisma AxAyAz).

Exemplo 24. Em uma maquina de cortes industriais para confecc¢do de
caixas de papelao (conforme Figura 33), as dimensdes da caixa sdo: 75 cm,
60 cm e 40 cm e foi verificado um erro de afericdo do equipamento de 0,001
no eixo x, de 0,002 no eixo y € 0,001 no eixo z. Dessa forma, qual o erro total
para o volume de tal caixa.

Figura 33. Maquina de corte industrial para confeccdo de caixas

Fonte: Apolo Sistemas Graficos?

O volume da caixa é V = x.y.z, calculando as derivadas parciais e substituindo
os erros milimétricos, encontramos:

2 Disponivel em: https://images.app.g00.gl/NG7KSvG2rEVmyNmU6
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dV = yzdx + xz dy + xy dz = 60.40.(0,001) + 75.40.(0,002) +
75.60.(0,001) =24+ 6+4,5=12,9

Logo, a perda da capacidade sera de 12,9 cm?, representando um pouco
mais de 0,07% de perda.

3.4. Regra da Cadeia

Assim como em Calculo Diferencial para fun¢des com uma varidvel, temos
a Regra da Cadeia para derivar fun¢des com duas variaveis, onde as variaveis
podem ser fun¢des que dependem de uma ou mais variaveis, constituindo-se
assim uma ferramenta para derivar fungdes compostas e suas aplicagdes.

Como uma funcao composta, pode-se substituir as variaveis na funcao e
torna-la uma expressdo em termos das variaveis internas e fazer a derivacao,
mas aqui ira se fazer uso das arvores.

Definicdao: [Regra da Cadeia - 1° Caso] Seja z = f(x,y) uma funcao
diferenciavel, onde cada uma das suas variaveis sdo dadas por: x = x(t) e
y = t(t). Entao, a derivada % serd construida através da arvore:

z
/\
X y
t t

Logo, como a arvore termina na mesma variavel, tem-se que, ao final da
composicdo, a funcao z sera z = z(t) e seu calculo sera via:

dz 0z dx N dz dy 28)
dt  ox'dt dy dt

Importante sempre destacar na equagao (28), o ponto de atuagdo das
respectivas derivadas. Sempre levando em considera¢do que, as derivadas
sempre atuam nas mesmas variaveis da funcdo. Logo, a equacdo (28), em
termos de seus pontos:
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dz
dt

dy

(ry) 9t

_az

tax

dx
(ry) %

0z

3y (29)

t
onde x = x(t) e y = y(t).

Definicao: [Regra da Cadeia - 2° Caso] Seja z = f(x, y) uma fungdo
diferenciavel, onde as variaveis x = x(s, t) e y = y(s, t)também sdo funcodes
com duas variaveis diferenciaveis. L.ogo, a derivada da funcdo composta sera
dada em termos de z = z(s, t), como mostra a arvore a seguir:

/\
Xy
/\ N\
ts t

S

Portanto, as derivadas parciais de z em relacdo as variaveis s e t sdo:

dz 0z 6x+6z dy
ds 0x ds 0y 0ds
dz 0z 6x+6z dy
ot  dx at dy ot

Ou ainda, na atuacao das derivadas em seus respectivos pontos:

0zf  _0z)  Ox} 0z} Oy
05l(oey  O%l(yyy O5lery OVl 05l
0zf  _0z  ox} 0z} Oy
0tlgey  Oxleyy 0tlgry  0¥liyy Otlry

onde x = x(s, t) e y = (s, ?).

Esse procedimento pode ser estendido ao numero de varidveis, tanto da
funcdo como das variaveis (como sendo fungdes de varias variaveis).

Em geral, como aplicagoes, temos varios exemplos associando experimentos
fisicos, uma vez que as variaveis em questdo dependem do tempo. Ou mesmo
a problemas envolvendo taxas de variacao.
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Exemplo 25. Suponha que f seja diferenciavel de x e y e que g(u, v) = f(e"*-
senv, v. Inu - cos (uv)).

Tabela 5. Valores das Imagens nos referidos pontos

Fonte: Da autora

Usando a tabela 5, qual o valor de g (1,0)?

Resolucao: A ideia da resolucdo € utilizar a arvore para explicitar a derivada
solicitada e atentar principalmente para o ponto de atuacdo da derivada
solicitada g (1,0).

Note que tanto faz usar o nome de f'ou de g, pois existe uma igualdade.

f
/\

Xy
u/\v I{\V

Temos que a composta serd f = f{u,v) e, portanto, podemos ter duas
derivadas parciais.

Assim:

d d d d 5}
T wn =L wn + L@ w60

onde x = e" —senvev = v. Inu - cos (uv).

61



Logo, quando (¢, v) = (1,0) entdo (x,y) = (e*° — sen0,0.In1 — cos(1.0)) =
(1,-1).

Calculando as derivadas O_x e = dy , obtemos:

v v’

0

a_x (u,v) = ve®w

dy v

30 (u,v) =— + v.sen(uv)

Assim, substituindo os valores das derivadas nos pontos solicitados na
equacao (30):

—f(l 0) ——f(l -1). —(1 0)+—f(1 -1). —(1 0)

af
—(1,00 =40+ (-1).0=0
ou

3.5. Derivacao Implicita

Existem duas maneiras de calcular as derivadas parciais de uma fungdo
dada implicitamente, mas neste caso dar-se-4 preferéncia do calculo utilizando
a arvore.

Definicdo: [Derivacao Implicita] Seja z = (x,y) diferenciavel dada
implicitamente por uma equacao F(x,y,z) = 0. Nessas condi¢des, podemos
utilizar a arvore (procedimento visto para a Regra da Cadeia aplicada a fungoes
com duas variaveis) para determinar as derivadas parciais de em relacdo as
suas variaveis.

No caso abaixo, examinaremos a derivada de f em relagdo a variavel x:

/I\
A A

x00yx vy
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Assim, a fun¢do composta F depende das variaveis x e y, tendo-se, dessa
forma, o calculo de duas derivadas parciais.

OF OF dx O0F dy OF o0z

E‘E'aﬂ')y dx+6z ax (D

Na equacdo (29), temos, por hipotese:

0
d d aF 0z
x 62 "Ox

E, assim, a derivada em relagdo a varidvel x da funcdo implicita z é:

oF

0z ox

ax - or G2
0z

Analogamente,

oF

0z dy

oy~ "ok Y
0z

As equagdes (32) e (33) so as derivadas da fungdo dada implicitamente.

z=f(xy)
Exemplo 26. Determine o plano tangente a esfera dada por x? + y2 +2z%2 =1

1 1
_)OI__ .
no ponto <\/§ ﬁ)
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Figura 34. Imagem da Esfera de raio 1 e o ponto especificado no problema

Fonte: App Geogebra Calculadora 3D

Resolucao: Para se determinar o plano tangente, precisamos das derivadas
parciais de z = f(x,y). E, neste caso, usaremos a derivacdo implicita para
determinar tais derivadas.

Para isso, deve-se fazer F(x,y,z) = x? + y? + z2 — 1 e de acordo com as
equacoes (32) e (33), obtém-se:

af( ) = 2x  x
ax YT T Ty
O oy Y
dy 7’ 2z z
Nos pontos solicitados:
1
3]
(L)
ox\\2 Y
V2
of [ 1 0
—(=,0]=—=0
6y<x/§ ) _1
L V2

1 1
Logo, a equacdo do plano tangente a esfera no ponto A (— 0, ——> é:

(@)= (-g) oo
Z__ﬁ_'x_ﬁ-'-'y_)



Ou, melhor ainda:
O plano tangente pode ser visto na Figura 28 e é dado por:

2
—X+z=——F

V2

Figura 35. Figura contendo a esfera de raio 1 e o plano tangente a esfera em A

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

3.6. Taxa de Variacao

Definicao: [Taxa de Variacao] A taxa de variacdo, uma medida muito
utilizada na Fisica, por exemplo, para a medida da velocidade ou da aceleragao.
Representada na forma de um quociente entre diferencas, que podem ser de
natureza diferentes. Os problemas podem ser os mais variados possiveis, sendo
ela muito ttil na drea da Engenharia.

Ax
Exemplo 27. A velocidade é uma taxa de variacdo dada por: Vmed = T

onde Ax =x —xg € At =t —tg.

No exemplo seguinte, temos vdrias taxas de variacdes envolvidas, e que
sera utilizado a Regra da Cadeia para exprimir o que se pede.

Exemplo 28. A voltagem V, em um circuito elétrico simples (conforme
Figura 36) esta decrescendo devagar a medida que a bateria se descarrega.
A resisténcia esta aumentando devagar com o aumento de calor do resistor. Use
alLeide Ohm, V = I. R, para achag ,Fomo a corrente / esta variando no momento
em que R = 400Q, I = 0,08 4, 7= —001V/s ¢ ‘2_’; = 0,030/s.
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Figura 36. Circuito em Série

—AA—

R

V'

Vv
- II +
Bateria

Fonte: e-Banco de Exercicios®

Resolucgdo: E sempre importante destacar a arvore, destacando as
dependéncias de cada funcao em relacado a(s) sua(s) variavel(is).
Neste caso, temos:

|

t

v
/ N\
R
|
t

Pela Regra da Cadeia - Caso 1, temos que a derivada da voltagem em relagéo
ao tempo ¢ é:

av

_ov|di
dt

ov dR

* Rl 34)

e 0 (LR) dt], t

Perceba que o exercicio pede % no instante em que (I,R) = (0,08;400) e
ja é conhecido as taxas de variacdo da Voltagem e da Resisténcia em relacao
ao tempo. E notando que as derivadas parciais de /" em relagdo as variaveis
I e R sao:

v
SR =R ¢ LR =1

3 Disponivel em: https://mat.unb.br/grad/aulas/cadernos_calculo/calculo3/b_e/exibe
exercicio.php?id=215



Substituindo as informagdes dadas, na equacgao (34):

dl
—0,01 = 400. i +0,08.0,03

dl
— =-0,000031 A/s.

Logo,
0go, —

3.7. Visualizacao das Derivadas Parciais
no GeoGebra

Para entender a interpretagcdo geométrica da Derivada Parcial de uma funcdo
com duas variaveis, deve-se ter o conceito bem arquitetado. Seguindo os passos
na Tabela a seguir, constréi-se:

No GeoGebra 3D:

Tabela 6. Passos para a constru¢do da Derivada Parcial

Passos Descricao Comando
1) Criar uma funcdo com duas variaveis o,y
2) Criar dois controles deslizantes Controles deslizantes:
aeb
3) Criar um ponto genérico P =(ab, f(a,b))

4 Criar um plano sobre um dos eixos, por
) x=a
exemplo, sobre o eixo dos x

5) Identificar a curva intersecdo do plano Intersecdo
"x = a" com a superficie "f" (<Objeto>,<Objeto>)
fy(x,y)=Derivada
6) Calculando a derivada parcial de f em (<Funcio>
relagdo a y <Variavel>)
7) Derivada no ponto (a, b) m = f,(a,b)
8) Fazer o vetor tangente a curva no plano v = (0,1 m)
y0z, mostrado na origem ’
Criar uma reta paralela ao vetor Reta(<Ponto>,
9) tangente "v" no ponto "P" sobre a curva <Vetor Diretor>)

intersegao

Fonte: Da autora




Executando os passos contidos na Tabela 6, pode-se visualizar a representac@o
do coeficiente angular da curva intersecdo da superficie (grafico da fungdo com
duas varidveis) e o plano (fazendo a variagdo em apenas um eixo e fixando o
outro), conforme a Figura 30.
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Neste capitulo, o estudo diferencial permite que possamos entender o
comportamento da fungdo com duas varidveis, utilizando o estudo de limites
e derivadas. Destaca-se os pontos de mdximo e minimos, muito utilizados nos
problemas de otimizagdo.

4.1. Pontos Criticos

Definicao: [Pontos Criticos] Dada uma fungdo z = f(x,y) diferenciavel.
Dizemos que o ponto (xg,),) é um ponto critico de f se acontecer,
simultaneamente:

of

a(xO'yO) =0
af
@(xO!yO) =0

Intuitivamente, nos pontos criticos o plano tangente neste ponto é paralelo
ao plano x0y.

Defini¢do: [Valores Criticos] Encontrados os pontos criticos (x;,y;) de uma
fungdo f = f(x,y), entdo f(x;y;) serdo chamados de Valores Criticos de f.

Exemplo 29. Determine o(s) ponto(s) criticos da funggo f(x,y) = x* + y* — 6xy
Resolucdo: As derivadas parciais de f'sdo dadas por:

of

—(x,y) = 4x3 —
o (0y) = 4x* — 6y

af
- = 4y3 —
3y (x,v) y> — 6x

Assim, para encontrar o(s) ponto(s) critico(s) da fung¢do, igualamos as
derivadas parciais a zero e temos o sistema:

4x3 -6y =0 (33)
4y3 —6x =0 (34)

Isolando y na equagdo (30) e substituindo na equagdo 31, chega-se a uma
equacao na variavel x:
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3
4Ex3 —6x=0 - 2x Ex8—3 =0
3 27

8|34
A qual resultaem x =0 oux = =+ ’F. Tendo-se, assim, 3 pontos criticos

da fungdo: p,(0,0),p, ("@ - @) €ps (@@)

Na Figura 37, pode-se visualizar os pontos criticos achados acima.

Figura 37. Gréfico da fungio f(x,y) = x* + y* — 6xy

Fonte: App Geogebra Calculadora 3D

4.2. Classificacao dos Pontos Criticos via
Hessiano da funcao

Ap06s encontrar todos os pontos criticos da fungdo, é necessério analisar ao
redor de tal ponto, o comportamento das imagens. Topologicamente, é necessario
uma Bola, Bs(x,,y,), de centro no ponto critico (xo, o) € de raio &, com &
suficiente grande e positivo e determinar a imagem de cada um dos pontos
dentro de tal Bola, tal como havia sido feito para a analise e calculo do Limite.

Mas uma maneira mais pratica ¢ avaliar o Hessiano da fung@o e, de acordo
com a analise proposta, classificar o ponto como: Ponto de Maximo, Ponto de
Minimo ou Ponto de Sela.
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Definicao: [Hessiana de uma func¢ao] Dada uma funcdo z = f(x,y)
diferenciavel. A matriz hessiana da fun¢do f'¢é uma matriz de ordem 2, cujas
linhas sdo formadas pelas derivadas de 2* ordem da fung@o f.

Notagdo: (f) ou V3(f).

fex (X, ) fxy(x,y)

feCey) fyGy)] G

Hess(f(x,y)) =

Observacao: Refere-se o nome Hessiana a Matriz dada por (35). Ao calcular
o determinante, dizemos Hessiano.

Definicao: [Classificacao dos Pontos Criticos] A classificacdo de um ponto
critico (xq,y0) da funcdo z = f(x,y) sera dado por meio da aplicagdo da
Hess(f (xo,¥,)) € o calculo do Hessiano.

I) Se |Hess(f (xg,¥0))| > 0, temos:

i) (xo,¥0) um Ponto de Méaximo, se fxx(X0,¥0) < 0;

i) (xo, ¥o) um Ponto de Minimo, se fix(xo,¥o) > 0;

IT) Se |Hess(f(x0, ¥0))| <0, temos (x0,y0) ponto de Sela.

III) Se |Hess(f (xo,yo))| = 0, tera que avaliar em torno do ponto com a
analise pontual.

O exemplo a seguir levara em conta a analise das imagens provindas da bola
com centro no ponto de analise e raio positivo, para a verificacao da situagao
do ponto critico em questao.

Exemplo 30. Determine os valores criticos da fungdo f(x,y) =4+ x> +
3
y® —3xy

Resolucio: Determinando os pontos criticos existentes da fungao f:

of

2 — 2 _
ox (x,y) = 3x 3y

of 5
@(x,y) =3y —3x
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Igualando as derivadas parciais a zero, temos o sistema:

3x2-3y =0 (36)
3y2—-3x=0 (37)

Multiplicando a equacdo (36) por x e a equagdo (37) por y, teremos uma
igualdade, 3x3 = 3y3, o que resulta em x = y. Onde, substituindo em qualquer
uma das equagdes do sistema obtemos: 3x? — 3x = 0, ou seja, x = 0 ou x = 1.
Logo, temos dois pontos criticos: p;(0,0) e p,(1,1).

Para a classificacdo dos pontos criticos achados, temos que fazer a matriz
Hessiana, fazendo as derivadas de 2* ordem.

Hess(f(x,y)) = [f); gj]

Analisando o ponto p,, temos: Hess(f{0,0)) = [_03 _03], no qual o Hessiano

¢ —9 < 0, indicando que o ponto p, € ponto de sela.

Analisando o ponto p,, temos: Hessf(1,1) = [_63 _63] no qual o Hessiano ¢
27 > 0, € f,x(1,1) = 6 > 0, indicando que o ponto p, € ponto de minimo.
Uma outra maneira de analisar os pontos criticos seria analisar pontualmente:

por exemplo, a andlise do ponto p;: Centrando uma Bola em p; de raio 1, com
espacamento de 0,2 (conforme a Tabela 7).
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Tabela 7. Imagem dos pontos contidos na Bola centrada em pq e raio 1

y~X| -1 -08 | -0.6 | -0.4 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 | 0.8 1
-1 -1 | 009|098 | 1.74 | 2.39 3 3.61 | 426 | 5.02 | 5.91 7
-0.8 1 0.09 | 1.06 | 1.83 | 2.46 3 3.49 | 3.98 | 451 | 5.14 | 5.92 | 6.89
-0.6 1 0.98 | 1.83 | 2.49 3 342 | 3.78 | 415 | 457 | 5.08 | 5.74 | 6.58
-0.4 1 1.74 | 2.46 3 339 | 3.69 | 394 | 4.18 | 448 | 487 | 541 | 6.14
-0.2 1 2.39 3 342 | 369 | 3.86 | 3.99 | 412 | 43 | 4.57 | 498 | 5.59
0 3 3.49 | 3.78 | 3.94 | 3.99 4 4.01 | 4.06 | 4.22 | 4.51 5
0.2 1361|398 |415| 418 | 412 | 401 | 3.9 | 3.83 | 3.86 | 4.04 | 4.41
04 1426 | 451 | 457 | 448 | 43 | 406 | 3.83 | 3.65 | 3.56 | 3.62 | 3.86
0.6 | 5.02| 5.14 | 5.08 | 4.87 | 4.57 | 4.22 | 3.86 | 3.56 | 3.35 | 3.29 | 3.42
0.8 | 591|592 |574| 541 | 498 | 451 | 404 | 3.62 | 3.29 | 3.1 | 3.11
1 7 6.89 | 6.58 | 6.14 | 5.59 5 441 | 3.86 | 3.42 | 3.11 3

Fonte: Da autora

Se pensar em caminhos, por exemplo, caminho horizontal ¥1 = (t, 0) e aplicando o método diferencial para fungdo com uma
variavel, ter-se-ia que a funcdo é tanto crescente para a esquerda quanto para a direita da origem, onde o ponto é de Sela.
Perceba que varios caminhos convergindo para a origem tém esse mesmo comportamento.



De maneira analoga, se fosse feito a analise em torno do ponto p, (conforme a Tabela 8).

Tabela 8. Imagem dos pontos contidos na Bola centrada em p, e raio 1

| 0 02 | 04 | 06 | 08 1 1.2 | 14 | 16 | 1.8 2
0 4 | 401 | 4.06 | 422 | 451 5 573 | 6.74 | 81 | 9.83 | 12
0.2 | 401 | 39 | 383|386 | 404 | 441 | 502 | 591 | 7.14 | 8.76 | 10.81
0.4 | 406 | 3.83 | 3.65 | 3.56 | 3.62 | 3.86 | 435 | 513 | 6.24 | 7.74 | 9.66
0.6 | 422 | 3.86 | 356 | 3.35 | 3.29 | 3.42 | 3.78 | 4.44 | 5.43 | 6.81 | 8.62
0.8 | 451 | 404 | 362 | 329 | 3.1 | 3.11 | 336 | 39 | 477 | 6.02 | 7.71
1 5 | 441 | 3.86 | 3.42 | 3.11 3 3.13 | 3.54 | 43 | 5.43 7
1.2 | 5.73 | 502 | 435 | 3.78 | 3.36 | 3.13 | 3.14 | 3.43 | 4.06 | 5.08 | 6.53
1.4 | 6.74 | 591 | 5.13 | 444 | 39 | 3.54 | 343 | 3.61 | 412 | 502 | 6.34
16| 81 | 714 | 624 | 543 | 477 | 43 | 406 | 412 | 451 | 529 | 6.5
181983 | 876 | 7.74 | 6.81 | 6.02 | 543 | 5.08 | 5.02 | 5.29 | 594 | 7.03
2 12 |10.81| 9.66 | 8.62 | 7.71 7 6.53 | 6.34 | 6.5 | 7.03 8

Fonte: Da autora

Novamente, pensando nos caminhos triviais, percebe-se claramente que, por exemplo, y; = (t, 0)temos que, a esquerda da imagem

no ponto P, as imagens decrescem enquanto que, a direita, as imagens crescem, indicando que temos um ponto de minimo local.



Na Figura 38, temos o grafico da fungdo em questdo e, exibindo os
dois pontos criticos achados claramente, temos uma sela na origem e um
ponto de minimo no ponto (1,1), cujos valores de sela e de minimo sdo 4 e
3, respectivamente.

Figura 38 Grafico da fungio f(x,y) = 4+ x3 +y3 —3xy

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

4.3. Problemas de Otimizacao

Os problemas de Otimizacdo sdo as aplicacdes envolvendo vérias areas de
exatas e, em particular, problemas relacionados a maximizagdo/minimizacao de
um determinado problema. Assim, muito contextualizados no meio de industrias
e Engenharias de modo geral, os problemas se concentram numa fungdo da qual
queremos extrair o ponto de maximo/minimo atendendo a certas restricoes.

Definicdo: [Problemas de Otimizac¢ao] Dado um problema envolvendo
maximizag¢do/minimizacdo, temos que obter: fungdo objetivo (geralmente
envolvendo 3 varidveis) e uma restricdo (envolvendo as mesmas variaveis da
funcdo), na qual se pretende determinar uma funcdo com apenas duas variaveis
e aplicar o método diferencial para examinar os pontos criticos da funcdo e
exibir o ponto 6timo da funcdo que atenda as determinacdes de tal problema.

Em atenc¢do, devemos extrair do problema:
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Figura 39. Esquema para identificacdo em Problemas de Otimizacdo
Fonte: Da autora

A restricao faz com que, isolando uma das variaveis e a substituindo na
Funcao, possa transformar a funcdo com apenas duas variaveis. E, assim, aplicar
o método de diferenciacdo para encontrar o ponto 6timo requerido.

Exemplo 31. Um pacote com o formato de uma caixa retangular pode ser
enviado pelo correio como encomenda postal se a soma de seu comprimento e
cintura (perimetro da se¢do ortogonal ao comprimento) for de, no maximo, 108
pol. Determine as dimensdes do pacote de maior volume que pode ser enviado
como encomenda postal.

Resolucdo: Temos que a funcdo objetivo no problema é o volume, da qual
queremos obter o ponto de maximo. E a restricdo é dada pela soma do seu
comprimento (x) e da cintura (2y + 2z).

V(x,y,z) =xyz (36)
R(x,y,z) =x+ (2y + 2z) =108 (37)

Isolando a variavel x (34) e substituindo na equagao (33), obtemos a fungio
Volume em fungdo das variaveis y e z.
V(y,z) = (108 — 2y — 2z)yz
Para calcular o ponto critico da fungdo V, calculam-se as derivadas parciais:

V,(y,2z) = —2yz + (108 — 2y — 2z)z
V,(y,z) = —2yz + (108 — 2y — 2z)y

Logo, resolvendo o sistema:

z(—4y —2z+108) =0
y(—4z -2y +108) =0
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Desprezando y = z = 0, obtemos o sistema:

4y + 2z = 108
2y + 4z = 108

Multiplicando a primeira equacdo do sistema por 2 e subtraindo da
outra, temos:

6y = 108.

O que resulta em y = 18.

108 —4.18 108 —-72 36

2 2 7 =18

E assim, z=

—4z 108 — 4y — 4z

A matriz Hessiana, Hess(f(x,y)) = [108 _az—4y 4y

aplicada no ponto critico, temos:
=72 36
Hess(f(1818)) = | .° )

|Hess(f(18,18))| = (=72)% — 362 = 5184 — 1296 = 3888 > 0
E f£,,(18,18) = =72 < 0, implicando que (18,18) ¢ um ponto de maximo.
Substituindo os valores encontrados na equagao (34), x = 108 — 4.18 = 36

E temos finalmente as medidas da caixa sdo: x = 36,y =18 e z=18¢
seu volume maximo ¢ 11.664pol>.

4.4. Simulacao de Problemas no GeoGebra

Para fazer a simulacdo de um determinado problema de otimizagao, precisa-
se ja ter modelado o problema e encontrado a funcdo objetivo e a restricdo,
apos isso, determinar a fungdo com duas varidveis, da qual se procura o ponto
6timo da funcgéo.

E com esta funcdo de duas variaveis que sera inserida no Geogebra com
o comando Se (<Condicdo>,<Entdo>), sendo no lugar de <Entdo> colocar
a funcdo com duas varidveis. Com a ferramenta Ponto, selecionar um ponto
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do gréfico. Assim, usando as coordenadas do ponto selecionado, conforme a
tabela a seguir:

Tabela 9. Comandos para utilizar na simulagdo de problemas

Descricao Comando a ser executado na ENTRADA

Ponto P (selecionado sobre a superficie)
Abscissa x(P)
Ordenada y(P)

Cota z(P)

Fonte: Da autora

Assim, se no problema estiver solicitando um prisma, entdo, neste caso, para
descrever os vértices do prisma, serdo utilizadas as coordenadas (conforme a
Tabela 9), para assim, ao mover o ponto sobre a superficie, conseguir determinar
o volume ou o que for solicitado no problema.

Claramente, cada problema sera modelado diferentemente um do outro.
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Neste capitulo, o estudo sobre integragdo permite calcular volumes de
figuras espaciais, ou mesmo drea de figuras planas. Mesmo que as regioes
sobre as quais as fungbes serdo integradas forem retangulares ou circulares,
pode-se ter o seu cdlculo, utilizando-se das coordenadas retangulares ou
coordenadas polares.

5.1. Integrais Duplas

De modo semelhante ao Calculo integral de fungdo com uma variavel,
podemos estender o processo das aproximacoes de volumes, através de somas de
Riemann. Ja sabe-se que o grafico de uma funcao com duas varidveis gera uma
superficie no espaco tridimensional. Imagine que estamos tentando aproximar
o volume contido abaixo da superficie S e acima de uma regido no plano
retangular, conforme mostra a Figura 40.

Figura 40. Visualizacdo da aproximacao dos prismas retangulares

Fonte: Stewart, 2017

Na Figura 40, temos no plano x0y um retangulo R = [a, b] X [c,d],
denominando-se o primeiro intervalo em relagdo a sua base, ou sua variacao
no eixo dos x, e o segundo intervalo representando sua altura, ou sua variagao
no eixo y. Considerando uma particdo, tanto do eixo dos x quanto do eixo y
podemos definir um elemento minimal R;;, onde dentro de tal sub-retangulo,
podemos escolher um representante para majorar o “teto’” do prisma, através
de sua imagem, f(x;,:;). Fazendo isso para cada sub-retangulo, provindo das
particGes simultaneas, podemos considerar a soma dos volumes de tais prismas
e, assim, aproximar o volume do s6lido formado abaixo da superficie s e acima
do retangulo R, conforme mostra a Figura 41.
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Figura 41. Representacdo do sélido através dos prismas retangulares

Fonte: Stewart, 2017

Quanto mais refinado se tiver as particdes nos eixos coordenados x
e y, melhor sera a aproximacdo do Volume do sélido em questdo, ou seja,
consideramos o valor para o volume dado por:

m n
V=_Um_ Z Z f(xij vij)aA

i=1j=1

onde m,n sdo a quantidade de sub-intervalos nos eixos x e y, respectivamente
e AA = AxAy a area da base de cada prisma retangular.

Definicao: [Integrais Duplas] Seja f = f(x,y). A integral dupla de f sobre
o retangulo R é

f f floy)dA = lim i i f(xi5yi;)AA
R i=1

j=1

caso exista.

Observacao: Uma vez que f(x,y) > 0 entdo podemos associar o volume do
s6lido formado abaixo da superficie (grafico de f) e acima do retangulo R por:

V= f [ reyas

onde dA é o elemento de area.
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5.2. Integrais Iteradas - Coordenadas
Retangulares

O célculo das integrais duplas contendo seus limites de integracdo, conforme
a variacdo do Retangulo R visto na secdo 5.1, serd calculado de “dentro para
fora”, levando-se em consideragcdo a mesma regra para derivacdo parcial, isto
é, quando estiver se calculando a integral em relagdo a variavel x, por exemplo,
a variavel y se torna constante, valendo as regras de integracdo para fungdes
com uma variavel.

Definicao: [Calculo de Integrais iteradas] Seja f = f(x,y)e R = [a, b] X [c, d]
um retangulo no plano, entdo as integrais de f sobre R serdo dadas por:

d b d[ b
[ [reyaxy = | If f(x.y)dx‘ dy (38)

c

ou ainda:

b[ d

fff(x'y)dydxzf ff(x.y)dy dx  (39)

a |c

A igualdade do resultado, ou seja, ser indiferente calcular a integral iterada
por meio da equagdo (38) ou da equacao (39), vem do Teorema de Fubini.

Chamamos o calculo apresentado acima, de Integracao em Coordenadas
Retangulares.

Observacao: Importante prevalecer dentro de cada integral, “de dentro
para fora”, que o elemento dx acompanhard a variacao no eixo x e o elemento
dy acompanhara a variagdo no eixo y.

Caso a funcdo f(x,y) puder ser separada num produto f(x).g(y), entdo neste
caso, e somente neste, pode-se separar a integral num produto dado como segue:

d

fff(x,y)dxdy= ff(x)dx.fg(y)dy (40)

c
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Exemplo 32. Determine o volume do sélido abaixo do grafico da funcdo
f(x,y) = x? + y + 4x e acima do retdngulo R = [1,2] x [—1,0].

Resolucao: Podemos escolher se o elemento de area dA como sendo dxdy
ou dydx desde que se preserve a variacao de cada variavel.

Figura 42. Visualizacio da superficie dada por f e a regido R

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

Escolhendo dxdy, e seguindo a forma como na equagao (38), tem-se:

0 (2 02
V= [0 [[ (& +y+4x)dxdy = [ [fl x2 +y+ 4x)dx|dy =
0 x3 4x?|? _ 0 (28 2 13 2
f_1?+yx+7|1dy—f_l(?+y.2+2.2 )= (5+y.1+212)
0 (7 7 2 7 1D?
dy=f_1(§+y+6)dy=§y+y7+6y|91=(0)—(§(—1)+T+

6(-1))=—(-2+3-6) ==y
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5.3. Mudanca de Regidoes Admissiveis,
Alternancia do elemento de area

Algumas vezes, a Regido sobre a qual a integral serd integrada é formada por
duas fungoes de uma variavel e assim temos dois tipos importantes de situagdes:

Tipo I: Quando, ao mapear a regido no plano sobre a qual se integrara a
funcdo for delimitada:

D:{(x,y)la <x < bgy(x) <y < g,(x)}

Figura 43. Visualizacao da regido D "Tipo I"

g ¥ =g2(x)

Fonte: Stewart, 2017

Tipo II: Quando, ao mapear a regido no plano sobre a qual sera integrada
for delimitada:

D={C,y)Ii)<x<f,(y)c<y=<d}

Figura 44. Visualizagdo da Regido D "Tipo II"

Fonte: Stewart, 2017
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Observacao: Sempre, em qualquer um dos tipos listados acima, deixarmos
na integral de “fora’ a variacdo numérica, assim pode-se ter um nimero real.

Exemplo 33. Determine o volume de um Tetraedro limitado pelo plano
x + 2y +z = 2 € os eixos coordenados.

Figura 45. Visualizacdo do plano e do Tetraedro

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

Como ja sabemos o integrando, que neste caso ¢ a fungdo z =2 —x — 2y
basta agora entender a proje¢do do s6lido no plano x0y e delimitar a
regido dada.

Na Figura 45, podemos facilmente visualizar a projecdo, a qual se trata de
um triangulo, cujos vértices sdo (0,0), (2,0) e (0,1). Representada na Figura 46:

Figura 46. Projegdo do Tetraedro sobre o plano X0y

Yy
A

Fonte: App GeoGebra Grafica
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Podemos, assim, escolher, ou Tipo I ou Tipo II para resolvermos esse
problema. Pelo Tipo I, temos que determinar a reta que passa pelos pontos (0,1)
e (2,0). Fazendo um sistema com a equagdo da reta dada por y = ax + b,

podemos, de maneira simples, verificar que a equagdo ¢ y = — %x + 1. Mapeando
a Regido D (Figura 46), escreve-se:

D:{(x'y)|OSxS2,0SyS—%x+1}

Assim, o volume do Tetraedro sera dado por:

|
N =
=
s
AN

1
—x+1

dx =

2
2

(2—x—2y)dydx=ny—xy—2y7
0

2 2
+1 ! +1 d—f +2+x2 L +1|d
X 2 X X = X 2 X 4AX X X =
0

‘ x? x? o3[
f(—x+1+7)dx=——+x+—
0

0

<
Il
— OY——
[ = —

fof-iee)-s

0

-2 82
2 12 = = =su.v

0

5.4. Integrais em Dominios Circulares -
Coordenadas Polares

Nesta secdo, sempre que a regido sobre a qual a fungdo sera integrada for
circular, é sempre melhor trabalhar em coordenadas polares. Ou seja, um ponto
que esta mapeado por suas coordenadas retangulares (x, y) pode ser expresso
em termos do raio e do angulo (7, 8) (como na Figura 47).

Figura 47. Representacdao de um ponto em coordenadas
y
P(r, 6) = P(x, )

\6

(0] X X

Fonte: Stewart, 2017
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Na Figura 47 pode-se notar um tridngulo retdngulo com hipotenusa r, cateto
adjacente x e cateto oposto ao angulo 8 sendo y. Logo, as coordenadas de x e
y em relagdo a r e @ sdo:

{x
y

Sendo a Figura 48 a regido circular sobre a qual a fungdo f = f(x,y)

rcosd  (41)
rsenf  (42)

sera integrada.

Figura 48. Representacdo do Retangulo Polar

r=b
6=
R
/
/
/1 r=a -
, \ 0=a
B
N X
]

Fonte: Stewart, 2017

Tem-se, assim, a parti¢do da regido circular, em termos do raio ¢ do angulo,
conforme a Figura 49.

Figura 49. Particao do Retangulo Polar em termos do raio e do angulo

0=
\49:@_1

=

ij\./ (r;_*, 9;)

AB

s

Fonte: Stewart, 2017
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Ampliando o elemento de area que sera um sub-retangulo polar (Figura 50).

Figura 50. Elemento de area com base o setor circular rd0 e altura dr

Fonte: Stewart, 2017

Pode-se constatar que dA = rdrd6, onde r € o fator de correcdo na passagem
de mudanca de coordenadas.

Assim, a integral dupla em coordenadas polares sera dada por:

Jf(rcos&,rsen@)rdrd@ (43)
R

Assim sendo, podemos ter a equagdo (44) que da a mudancga de coordenadas
retangulares (lado esquerdo) para coordenadas polares (lado direito).

.U flx,y)dA = if f(rcosf, rsen®)rdrdf (44)

R

Observacdo: Sempre se deve levar em conta a distributiva do elemento de
correcdo na funcao e R representa as variacoes do raio r e do angulo 8.

Exemplo 34. Calcule o volume do sélido compreendido dentro do
paraboloide f(x,y) = 4 — x? — y? e limitado do plano z = 0.

Resolucao: O ideal, para se ter uma nocao do que se esta calculando, é
necessario um desenho que descreva as limitacdes do sélido (Ver Figura 51).
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Figura 51. Representacdo do paraboloide e do plano

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

Para obter os limites de integragdo, tem-se que fazer a projecdo do sélido
sobre o plano xQy, ou na interse¢do dos objetos envolvidos (fungdes, planos,
curvas e outros). Neste caso, igualando as fungdes, temos a Figura intersecao
dada por uma circunferéncia x>+ y? = 4, que tem centro na origem e raio 2.
De onde retiramos a variagdo em relagdo ao raio e ao angulo, 0<r<2e¢
0<0<2m.

Montamos a integral para o célculo do volume, como segue:

2 V4a-x2

V= f f (4 — x? — y?)dydx
2 s

Ou, em coordenadas polares, levando em consideragdo as equacdes (41) e
(42), temos que x2 4 y? = r2.

2w 2

V= f f(4 —r¥rdrdd (45)
0

0

Resolvendo a integral em (45), temos:

2w 2 21 2 2
. p2

f j(él-—rz)rdrde :j d9f(4r—r3)dr =0 . (47_Z

0 0

0 0 0

24-
= 2m. (2.22 _I> =8mu.v
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Exemplo 35. Encontre uma férmula para o volume de uma esfera com
centro na origem e raio 1.

Figura 52. Esfera centrada na origem e raio unitario

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D

Resolucao: Primeiramente, a equacdo que descreve a esfera é
x% +y?% + 72 =1 e, portanto, precisamos de duas parametriza¢des para cobrir

a esfera por inteiro. Sendo as fungdes f(x,y) = +y/1 —x? —y?. Como se quer
o volume total da esfera, sabemos que o plano x0y divide o volume ao meio
e, assim, precisamos calcular somente a parte acima do plano e, no final,
multiplicarmos por 2.

Nessas condigdes, ja temos o integrando, que é a fungdo f(x,y) =
V1 —(x%+ y?). Agora, precisa-se da projecao da Figura trabalhada no plano,

ou seja, fazendo z = 0 na equacio da esfera, temos o circulo x? + y? = 1. Logo,
representando o volume da esfera em coordenadas retangulares, representada

no plano por uma regido Tipo I, temos:

1 Vi-x2
V= f f V1= (x? +y?)dydx
1 V1-x2

Ou em coordenadas polares, o que é mais apropriado:

2 1

V=bf Ofm rdrdd  (46)
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Integrando (46):

2w 1 2T

1
ffxll—rz rdrd9=f de.f\/1—r2 rdr
0 0 0 0

2m 1 3
=o| .-z -r))2
0 0

2w .
Lembre-se que - representa o volume da parte acima do plano. Logo, o

, 2 4
volume total da esfera é 2.?" =7 wv.

Exemplo 36. [Volume de uma Esfera] Utilizando a equagdo da esfera com
raio qualquer positivo, ou seja, x2 + y? + z2 = r?, mostra-se que seu volume

é —Thr-.,
Resolucdo: Analogo ao Exemplo 35.

5.5. Calculo de Areas via Integrais Duplas

Pode-se adaptar a integral dupla para calcular areas apenas considerando a
funcdo no integrando como sendo f(x,y) = 1. Tornando a integral adaptada por:

A=£f1dA

Exemplo 37. Calcule a area do circulo centrada na origem e de raio 1.

Resolucido: Sabe-se que o circulo tem equacdo igual a x2 +y2=1 e
representara na integral dupla a regido D.

Assim, a integral em coordenadas retangulares - Tipo I sera:

1 V1-x2

Azj j 1 dydx

-1 V1«2
ou, em termos das coordenadas polares, o que é mais indicado:

2w 1

A =bf Oflrdrd@ (47)
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Desenvolvendo a equacao (47):

21 s

1 2
fflrdrd@zf
0 0

0

1

1 2 1
d6.frdr=2n.7 :27r5=7r u.a
0 0

Exemplo 38. [Area do Circulo] Considerando a equagdo de um circulo
centrado na origem e de raio 7, 7 > 0, ou seja, a equagdo x2 + y? = r?, mostra-se
que sua area é mr2.

Resolucao: Analogo ao Exemplo 37.

5.6. Calculo de Volumes com o uso
do GeoGebra

Para alguns objetos na calculadora 3D, em Ferramentas, é possivel construir
alguns soélidos, dos quais seu volume sera automaticamente especificado na
Janela de Algebra.

No caso do Exemplo 37, utilizando-se a ferramenta Esfera: Centro & Raio,
conforme Figura 53, na qual podemos ver que o ponto, que serd o Centro da
Esfera, logo em seguida, sera solicitado o valor do raio. Ou, de outra maneira,
na ENTRADA escrevendo-se Esfera(<Centro>,<Raio>).

Figura 53. Exibicao da Ferramenta com botdes na area de visualizacdo 3D

€2 GeoGebra Classic 5 - O X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

v bl BlelelAE]

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visui @ Esfera: Centro & Ponto X

@ Esfera: Centro & Raio

Fonte: Suite GeoGebra Calculadora
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Apos a insercdo dos dados solicitados, a Esfera é gerada e, na Janela de
Algebra, é possivel verificar a sua equacéo. Para verificar o volume da Esfera,
deve-se colocar na ENTRADA Volume(<Objeto>). Identificando o Objeto com
o nome dado na Janela de Algebra, o volume sera destacado com duas casas
decimais, usando o valor de 7 = 3,14.

Figura 54. Demonstracdo do calculo de Volume da Esfera

» Janela de Algebra
A= (0,0, 0)

@ a:x2+y?+z2=1
b=4.19

X

» Janela de Visualizagdo 3D | X

Fonte: Suite GeoGebra Calculadora
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