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Prefdcio

Este livro foi construido com o objetivo de auxiliar discentes de graduacao
das mais diversas Engenharias, em particular os da Universidade do Estado do
Amazonas - UEA.

A analise de funcoes reais sera desde o tratamento analitico até o uso do software
GeoGebra, com o intuito de adquirir um pouco mais de conhecimento a respeito das
particularidades de cada fungdo, sendo as mais comuns: afins, lineares, quadraticas,
além das fungdes trigonométricas: sendide, cossenoide e tangendide.

O tratamento diferencial e integral de funcGes também faz parte desse livro,
trazendo o auxilio do software na construcdo de definicoes e percepcoes das
aplicagOes. Para que se possa preencher lacunas do saber aos leitores, serdo
exemplificados os detalhamentos de céalculos, como o uso de ferramentas do
software, aprimorando a concepcao das principais definicGes.

Vocé, caro leitor, ndo pense que a Matematica se faz de maneira resumida,
em poucas linhas. Na verdade, quanto mais informacao tiver na sua resolugao,
melhor! Atente-se para as diversas op¢oes de trabalhar conjuntamente com o
software GeoGebra para melhorar a sua escrita. Sempre que possivel, enuncie os
principais Teoremas, L.emas ou Propriedades, fazendo com que sua resposta seja
mais convincente. E que, na sua mente, se construa uma cadéncia légica dos fatos
de argumentacdo, a fim de evidenciar a sua aprendizagem.

Desta forma, a escrita desse livro foi ampliada e contém uma gama de
possibilidades para solucionar um determinado problema. A Matematica € rica na
sua forma de resolucdo, sendo a resposta sempre tnica e verdadeira. Claramente,
existe um método mais eficaz, que sera desenvolvido nas entrelinhas das resolucdes.

Mas, nada impede de resolver um determinado exercicio optando ser
solucionado pela maneira mais construtiva, ainda mais se tratando de gréficos
de fungoes.
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Os objetos de estudo que permeiam do inicio ao fim a disciplina de Cdlculo
Diferencial e Integral sdo as funcbes. Por este motivo, neste primeiro capitulo
serdo estudados todos os detalhes e também a visualizagdo no software GeoGebra,
para que estes possam ser amplamente utilizados durante todo o estudo. De forma
mais abrangente, serd construido um “banco de dados“ sobre funcées, cujo
comportamento é totalmente conhecido, e a partir disso, outras fungdes com
restricbes, como, por exemplo, as fungdes racionais, poderdo ser analisadas.

A funcgdo nada mais é do que um terno (4, B, f), onde A e B sdo conjuntos nao
vazios e f é uma lei de associagdo entre A e B.

Uma das prioridades da fungao é de que todo elemento de A esteja relacionado
com apenas um elemento de B, de tal modo que todos os elementos de A sejam
totalmente utilizados. Pode ser que nem todos os elementos de B sejam relacionados,
ou seja, que nem todos sejam imagens de um elemento vindo de A, constituindo-se,
assim, o conjunto Imagem da funcdo £, o qual é subconjunto de B.

Em termos algébricos, dado um x € 4,3y € B, tal que f(x) = .

Dizemos, assim, que o conjunto A é o Dominio da funcao f: D(f), B o
Contradominio de f: CD (f), onde o conjunto Imagem estd contido
em B, e Im(f) cB. Também, o grafico da funcdo é definido por
Gr(f) = {(x,y) € R%x € D(f),y € Im(f)} onde seus pontos estdo representados
no Plano Cartesiano x0y, sendo o eixo horizontal chamado Eixo das Abscissas
(Eixo x) e o eixo vertical é chamado Eixo das Ordenadas (Eixo ).

Neste caso em particular, tanto o conjunto A quanto B serdo o conjunto dos
nlimeros reais R, trabalhando-se apenas com funcdes reais.

Uma nogao intuitiva que ja sera trabalhada no inicio é a nocdo de Limite no
Infinito e Limite Infinito de uma funcao, para que se possa ter um detalhamento
do comportamento completo da funcdo.

A nocdo do limite a seguir serd mais detalhada, porém precisamos de um
conceito mesmo que com o auxilio de tabelas, para entender o que acontece no
infinito com o gréfico da funcdo.

Definicao Nocao Intuitiva [Limite no Infinito] Seja fuma funcao definida
em algum intervalo (a, +). Entdao

Lim fCx)

pode ter um dos seguintes comportamentos:
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i. pode se aproximar de uma reta y = L. Notagdo: lim f(x) = L
X—00

ii. pode “explodir”, isto é, as imagens f (x) aumentam muito a medida que
x aumenta. Notacdo: lim f(x) = 4o

X—00
iii. pode “decrescer”, isto é, as imagens f(x) diminuem muito a medida que

x aumenta. Notagdo: lim f(x) = —oo
X—00

Todas essas possibilidades investigam o comportamento da funcdo no infinito.

Para exemplificar o caso i), temos a Figura 1, que ilustra diversos casos em que
a funcdo se aproxima de uma reta y = L no infinito.

Figura 1. Exemplos de Funcdes cujo comportamento se aproxima do infinito
deumaretay =1L

Fonte: Stewart, 2013

A definicdo de Limite no Infinito pode ser feita tanto para a direita do intervalo
contendo o ponto a, e neste caso dizemos que a funcdo, ao ser calculada em valores
de x cada vez maiores, i.e, x tende para +, denotado por:

lim f(x)

X—+00

Ou, de maneira analoga, quando a funcéo é calculada em valores grandes de x
com sinal negativo, i.e, x tende para —«, denotado por:

lim f(x)

X—>—00

No limite no infinito a resposta sempre dependerd para onde as imagens f(x)
estdo convergindo! Se a resposta for:

» As imagens estdo “afunilando” para um valor real (caso i)):

lim fG) =1

11



» As imagens também aumentam, entdo dizemos que (caso ii)):

lim f(x) =+

X—>+00
» As imagens diminuem, entdo dizemos que (caso iii)):

lim f(x) = —o0
X—-+00
De maneira analoga, pode-se ter também: lim f(x) =L(caso i)),
X——00

xl_l;r_noo f(x) = +oo (caso ii)) e xl_l;r_noo f(x) = —oo (caso iii)).

As fungoes que iremos trabalhar tém um comportamento padrdo e ndo mudam
no infinito. Por isso, é importante ter esse conhecimento, construindo-se um banco
de funcdes com o comportamento total conhecido.

Com essa nogao ja trabalhada no inicio, o leitor ndo tera tantas dividas no
decorrer dos capitulos.

1.1. Funcao Constante

Apesar de as fungoes constantes ndo serem enunciadas nos livros-textos
convencionais, elas também sdo importantes.

Definicao: A funcdo constante é definida pela lei f(x) = k, onde k € R.

Tais fungdes sdo representadas no plano cartesiano como retas paralelas ao
eixo coordenado x.

Exemplo 1: Esboce o grafico da fungdo f(x) = 3.

Resolucdo: Para entender bem como a fungéo atua, segue a tabela com valores
aleatoriamente determinados.

Quadro 1. Efetuacdo dos calculos dos pontos do gréfico

Abscissa (x) | Ordenada (y) "'f (x) = 3" Ponto
-3 3 A(-3,3)
-1 3 B(-1,3)

12



0 3 C(0,3)

2 3 D (2,3)

Fonte: Da autora

Interessante notar que a imagem esta fixada, e para qualquer valor de x que
for atribuido, sua imagem sempre sera constante igual a 3, conforme visualizado

no grafico da fungdo na Figura 2, que trata-se de uma reta paralela ao Eixo
das Abscissas.

Figura 2. Gréfico da funcdo constante f(x) =3

4
o o 2 C o
f O 1\ 3@ O
2
1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Trabalhando com a nog¢do do limite, mesmo neste caso, os valores de
aumentam muito e as imagens permanecem com a sua imagem fixada em 3,

como pode ser observada no Quadro 2, onde representamos os valores de x
multiplos de 10.

Quadro 2. Representacdo de pontos na funcao f(x) = 3, com x - +o

X f(x)=3
10 3
100 3
1000 3
10000 3

Fonte: Da autora
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Assim:
lim 3=3

x—+00

Quanto aos valores altos e com sinal negativo, o que pode ser analisado no
Quadro 3 é:

Quadro 3. Representacdo de pontos na funcdo f(x) = 3, com x - —co

b f(x)=3
-10 3
-100 3

-1000 3
-10000 3

Fonte: Da autora

Portanto, tem-se:

lim 3=3

X—>—00

Isto mostra que a funcdo constante, como o proprio nome ja diz, ndo muda
de comportamento no infinito, ela permanece constante até o fim. Seu traco nao
possui nenhum tipo de perturbacao.

Observacao 1: Fugindo do escopo de fungoes, pode-se ter algumas retas, que
sdo designadas por x = k, onde k € R, Tais retas sdo paralelas ao Eixo das
Ordenadas. E a frente, podem servir de auxilio para entender o comportamento de
funcdes que apresentam Assintotas Verticais.

Exemplo 2: Identifique o traco da reta x = 2.
Resolucao: Como no Exemplo 1, pode-se construir uma tabela, atribuindo

valores aleatérios para y. Assim, todos os pontos seriam da forma {(2,y); y € R}
conforme pode ser visto na Figura 3:

14



Figura 3. Traco da reta x = 2

eql

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

E sempre importante destacar as retas que servem de apoio para o traco do
grafico de fungdes. O préprio Eixo das Abscissas pode ser representado por
{(x,0); x € R}, ou simplesmente y = 0. De maneira analoga, o Eixo das Ordenadas
pode ser representado por {(0,y); y € R}, ou apenas x = 0.

1.1.1. Sinal da Funcao Constante

Para a verificacao do Sinal da Funcdo, basta observar se a reta paralela esta
acima do Eixo das Abscissas, constituindo o sinal da fungdo todo positivo.
Caso contrério, o sinal sera negativo.

1.1.2. Limites no Infinito da Funcao Constante

Como apresentado anteriormente, a pergunta a ser feita é: Tratando-se da
funcdo constante, quando os valores de x aumentam muito, para onde convergem
as imagens?

Bem, como a funcdo é constante, as imagens nao podem fugir! As imagens
s6 podem ser a prépria constante. E mesmo no caso quando os valores de
X diminuem!

Neste caso, onde f (x) = k,Vk € R, escrevemos:

lim f(x)=k

X—400

15



Jim f@) =k
1.1.3. Exercicios de Fixacao cnnssssssssmm——

Agora que vocé ja sabe identificar as retas paralelas aos eixos coordenados no
plano, vamos praticar!

Para cada uma das seguintes fun¢oes ou retas, esboce seu grafico e destaque
seu sinal:

a) f(x)=-1
b) f(x)=-3
o fx)=0
d) f)=5
e) x=2
f)y x=-4
g) x=0
h) x=7

1.2. Funcao do 1° Grau

Definicdo: A Funcdo do 1° Grau é definida pela lei f (x) = ax + b, com a € R*
ebeR.

Assim, o seu grafico é definido por uma reta. Caso queira entender o
comportamento de tal funcao, através do Postulado de Euclides, basta descobrir
dois pontos para que seu trago seja efetuado no plano x0y.

Faz-se o grafico da Fungao do 1° Grau identificando os pontos, com o uso das
funcdes constantes, e 0 seu ponto serd exatamente a intersecdo das retas sobre o
plano cartesiano.

Dois pontos ideais deste grafico sdo: o ponto que toca o Eixo das Abscissas!
(Eixo x), também chamado de zero da funcdo, e o ponto que toca o Eixo das
Ordenadas (Eixo y), ou seja, fazendo y = 0 e x = 0, respectivamente, conforme
0 Quadro 4.

1 Disponivel em: https://profes.com.br/felipes.rocha/blog/lancamento-obliquo-e-
o-futebol.
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Quadro 4. Descri¢do dos Pontos ideais de uma Funcgdo do 1° Grau

Descrigao Abscissa do Ponto|  Ordenada
do Ponto
Ponto sobre o Eixo x b
=(-20 =(0,b
(Zero da Fungio) g < a > y=(0,b)
Ponto sobre o Eixo x=0 y=b

Fonte: Da autora

De acordo com o sinal de a na Lei da Fungdo do 1° Grau, podemos ter a
seguinte caracterizacao sobre a inclinagdo da reta, como pode ser observado na
Figura 4. Lado Esquerdo: Funcdo Decrescente, quando a < 0; e Lado Direito:
Funcgdo Crescente, quando a > 0.

Figura 4. A esquerda: Reta Decrescente; A direita: Reta Crescente

Fonte: Paint App

Observacao 2: Certamente, podemos fazer uma tabela, escolhendo valores
aleatérios para as abscissas das coordenadas dos pontos, realizando a conta através
da Lei da Fungdo, para descobrir as ordenadas de cada ponto.

1.2.1. Sinal da Funcao do 1° Grau

O sinal é um dos destaques importantes que sera muito necessario nos capitulos
de diferenciabilidade ou andlise do sinal da fungdo. Assim, o Sinal da Funcao do
1° Grau sera desenvolvido a esquerda do zero da funcao ou a direita da funcao,
como pode ser observado na Figura 5:

17



Figura 5. Sinal da funcdo do 1° grau

a>0

a<o

Y

zero X zero

Y

Fonte: Paint App

Exemplo 2: Esboce o gréfico da fungdo f(x) = 2x + 4. Identifique o sinal

da funcao.

Resolucdo: Temos 3 maneiras de esbocar tal grafico.

Maneira 1: Faca uma tabela, atribuindo valores aleatérios para as abscissas x,
fazendo o calculo das ordenadas. Apo6s isso, identifica-se no plano cartesiano os pontos

e trace a reta.

Quadro 5. Descricdo dos Pontos aleatérios para fungao f (x) = 2x + 4

Abscissa (x) | Ordenada (y) "f(x) =2x+4" |  Ponto
-1 fF(-D=2x(-1)+4=2 A(-1,2)
1 f)=2+1+4=6 B(1,6)
2 f(3)=2+2+4=8 C(2,8)

Fonte: Da autora
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Figura 6. Grafico da fungdo f(x) = 2x + 4 com pontos aleatdrios

Fonte: App Suite GeoGebra - Gréfica

Maneira 2: Faca um quadro, de acordo com o Quadro 6.

Quadro 6. Determinacdo dos Pontos ideais do Grafico f (x) = 2x + 4

. Ordenada (y) "f (x)
Abscissa (x) g 4 4" Ponto (x, y)
0 f(0O)=2x0+4=4 (0,4)
2x+4=0=2x=—4
S x=-2 0 ¢2.0)

Fonte: Da autora

Lembrando que as contas em vermelho deverdo ser realizadas para o
descobrimento do zero da fungdo e o ponto que toca o eixo das ordenadas.

Apos isso, basta plotar os pontos ideais da funcdo e tracar a reta, mediante o
Postulado de Euclides.



Figura 7. Grafico da funcdo f(x) = 2x + 4 contendo os pontos ideais

Intersecao Y

Fonte: App Suite GeoGebra - Grafica

Maneira 3: Identifica-se o coeficiente angular a que, neste caso, a = 2 > 0.
O que significa dizer, conforme o detalhamento da Figura 4, que a reta é crescente.
Assim, é preciso descobrir apenas um unico ponto ideal, que é o zero da funcdo.
Ou seja, quando y = 0, qual o valor de x que "corta" o Eixo das Abscissas?

A conta segue:

2x+4=0 €))

O que acarreta em x = -2. Logo, o zero da funcdo é o ponto (-2,0), segundo o
grafico na Figura 8:

Figura 8. Gréfico da Fungdo com verificacdo da condi¢do do coeficiente angular

14

Zero

/—2 1 0

Fonte: App Suite GeoGebra - Grafica
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Portanto, as 3 maneiras descritas anteriormente nos levam ao mesmo traco do
grafico da fungdo. Dessas, a mais importante, depois de ja obter um aperfeicoamento
da técnica do trago do grafico, é a Maneira 3, pois pode-se tracar o grafico sem
muito esforco, identificando o ponto mais importante para o prosseguimento do
estudo e andlise de graficos de funcoes.

Para destacar o sinal, analisa-se a Figura 9:

Figura 9. Sinal da funcéo f(x) =2x + 4

Fonte: App Suite GeoGebra - Gréfica

Assim, o sinal pode ser descrito por:

f(x) > 0,parax € (—2,+)
f(x) <0,parax € (—o,+2)

1.2.2. Limites no Infinito da Funcao do 1° Grau

Conforme visto anteriormente, de acordo com o sinal do coeficiente q, a reta
muda de inclinagao.

Se tivermos uma funcdo do 1° grau dada por f(x) = ax + b, com a > 0, areta
sera crescente (Ver Figura 4 a esquerda).

21



Figura 10. Nocdo intuitiva do calculo do Limite no Infinito

Fonte: Paint App

Logo, se os valores de x forem aumentando, as imagens também irdo aumentar
gradativamente, e vice-versa.
Assim:

liT f(x) =+4o0;f(x) =ax+b,a>0
X—400

lir_noof(x) =—o;f(x)=ax+b,a>0

No caso da funcao decrescente (Conforme Figura 11), a medida que os valores
de x aumentam, os valores de y decaem. Afirmando assim que:

Figura 11. Nocdo intuitiva do calculo do Limite no Infinito

Fonte: Paint App

lir+n f(x) = —o0; f(x) =ax + b,a < 0.
X—>+00

lim f(x) = +o0; f(x) =ax+b,a <0.
X——00

22



1.2.3. Exercicios de Fixacao esssssssssssm——

Neste momento, € muito importante dar um upgrade na construcdo dos graficos
das fungdes de 1° grau, até conseguir construir mentalmente! Vamos tentar?

1. Esboce cada uma das fungdes do 1° grau, exibindo o calculo da raiz da funcéo,
identificando a Maneira escolhida e destacando o sinal da funcao.

a) (0= x
b)f(x)=-x+1
O f(x)=2x-2
d)f () =-x
e)f ¥)=3x-9
0f (x)=4x+2
gf (=1+x

1.3. Funcao do 2° Grau

Definicao: A funcao do 2° grau é representada algebricamente pela funcdo dada
por f(x) = ax? + bx + ¢,coma,b,c € R, sendo a # 0.

Seu gréafico é representado através de uma parabola, podendo ter concavidade
voltada para cima (a > 0) ou concavidade voltada para baixo (a < 0).

Sempre pode-se apelar para a confeccao de uma tabela para identificar os pontos
no plano cartesiano e tragar seu grafico. Neste caso, pode ser que demore muito
tempo. Além disso, precisa-se saber dos pontos ideais. No caso para identificar
os zeros da funcao, faz-se y = 0, obtendo um polinémio do 2° grau, conforme a
Equacdo (2):

ax’+bx+c=0 (2)

A Equacado (2) possui dois possiveis valores que, ao serem substituidos no lugar
de x, zeram a expressao.

Assim, visualizamos a famosa e conhecida "Férmula de Bhéaskara",
que determina as raizes do polindmio do 2° grau, através da expressao:
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A = b? — 4ac
-b+Va  (3)
2a

A expressdo (2) tem as seguintes situacdes, uma vez que A assume um valor real.

Quadro 7. Situacdo das raizes na dependéncia do valor do Discriminante A

Situacao Descricao Raizes
A>0 As raizes sdo reais e distintas x'ex"
A=0 Existe apenas uma unica raiz X' =x"
A<O0 Nao existe raiz real Complexas

Fonte: Da autora

Além dos zeros, ainda temos outros pontos ideais do grafico da funcao
do 2° Grau, que sdo: o ponto que ‘corta’ o Eixo das Ordenadas e o Vértice da

Parabola V (Xy, Yy).
As equacodes para a determinacao das coordenadas do vértice sao dadas por:

¥ —-b
V=57
2a
L 4)
V'™ 4q

Portanto, temos pelo menos 5 pontos a serem destacados no grafico de uma

funcdo do 2° Grau.
Porém, na pratica, podemos simplesmente determinar as raizes, conforme a

Equacdo (3), e analisar a concavidade da parabola:
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Quadro 8. Comportamento da Concavidade mediante sinal do coeficiente

Valor do Comportamento Visualizacao
coeficiente do Grafico do Grafico
Concavidade
a>0

voltada para cima

Concavidade

a<0 voltada para baixo

Fonte: Da autora
1.3.1. Sinal da Funcao do 2° Grau

O sinal da fungdo do 2° grau é originado de modo semelhante aos mencionados
anteriormente. Sempre que o grafico estiver acima do Eixo das Abscissas, seu
sinal sera positivo e indicado pelo sinal +. A parte do grafico que estiver abaixo
do Eixo das Abscissas tera o sinal negativo e indicado pelo sinal -. Lembrando
que, para descrever o sinal da funcdo, é necesséria a escrita em forma de conjunto
para destacar os elementos que fardo com que a funcdo tenha o sinal requerido.

Figura 12. Sinal da funcdo do 2° grau, sendo o discriminante positivo

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica
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Exemplo 3: Esboce o grafico da fungio quadratica f(x) = —x? + 6x —5,
identificando todos os pontos ideais da funcao.

Resolucdo: Tem-se 3 maneiras para o esbogo do grafico. A seguir, as 3 maneiras
para a determinacao do grafico, de maneira decrescente, em relacdo ao volume de
contas a serem realizadas.

Maneira 1: A partir de um quadro com pelo menos 5 pontos aleatérios,
atribuindo valores para as abscissas x calcula-se, a partir da lei da funcao,
os correspondentes valores das ordenadas de cada ponto a ser exibido no
plano cartesiano.

Quadro 9. Determinacio do Grafico da fungdo f(x) = —x? + 5x — 6 por pontos aleatdrios

Abscissa (x) | Ordenada (y) “f (x) =-x2+ 6x -5’ | Ponto (x,y)
-2 f(=2)=—(=2)*+6%(=2)—-5=-21 | A(-2,-21)
-1 f(-1D)=—-(-1)>+6x(-1)—-5=-12 B(-1,-12)
0 f(0)=-02+6%0—-5=-5 C (0,-5)
1 f)=-12+6x1-5=0 D (1,0)
2 f2)=-22+6+2—-5=3 E (2,3)

Fonte: Da autora

Percebe-se que, desses pontos, apenas um deles, que é o ponto D, carrega
uma informacdo importante, pois ele é um dos zeros da funcdo, ou seja,
ele ‘corta’ o eixo das abscissas. Porém, neste caso, ndo é o unico.

Entdo, essa maneira se torna invidvel para a determinagdo do grafico, mas nao
imprecisa. Pois, mesmo diante de muitos calculos, pode-se determinar o grafico
da funcao.
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Figura 13. Determinagio do gréfico da fungo f (x) = —x* — 6x + 5 por pontos aleatérios

—4

Fonte: App Suite GeoGebra - Gréfica

Observacao 3: Percebe-se que, mesmo atribuindo 5 valores para as abscissas,
nao foi o suficiente para a determinacdo total da parabola. Assim, teria que continuar
0 Quadro para encontrar a 2° raiz da funcao.

Maneira 2: Determinacdo dos pontos ideais da funcdo quadratica. Assim,
precisa-se encontrar os Zeros da Funcdo. Para isto, faz-se y = 0. E temos uma
equacdo do 2° Grau:

—x2+6x—5=0 (5
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Para resolver a equagdo (5), aplica-se a Formula de Bhaskara (Equacdo (3)):

A=6*—4(-1)(-5)=16>0
_—6+4
T 2(-1

X

Donde obtém-se x' = 1 e x" = 5. Ou seja, os pontos: A (1,0) e B (5,0).
Caso o leitor tenha praticidade, pode utilizar o Método da Soma e Produto das
Raizes, descrito por:

O préximo ponto é o ponto que ‘corta’ o eixo das ordenadas. Para isto, faz-se
x=0.

£(0) = —02+6x—5=—5

Destaca-se o ponto sobre o eixo das ordenadas:

C (0, -5)

Por udltimo, a determinacdo do Vértice da Parabola:

— _6 —
XV_—Z(—l)_3
—16
szm:4

Assim, o vértice é o ponto V (3,4).
Destacando todos os 4 pontos sobre o plano cartesiano, obtemos a Figura 14.
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Figura 14. Gréfico da fungdo f(x) = —x? + 6x — 5 com destaque dos pontos ideais

V

Fonte: App Suite GeoGebra - Grafica

Maneira 3: Verificar o coeficiente a, conforme o Quadro 6, para determinar a
concavidade. O célculo a ser realizado é apenas para a determinacdo das raizes,
feito pela Formula de Bhaskara ou pelo Método da Soma e Produto das Raizes.

Pelo ultimo método, de acordo com a equagao (6), temos:

S 6

= =

P_ _5
= =

As raizes somadas ddo 6, e estas mesmas multiplicadas dao 5. Logo, as raizes
sdo 1 e 5 (Mediante célculo anterior, a resposta confere!).
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Figura 15. Gréfico da fungdo f(x) = —x* + 6x — 5 mediante concavidade da pardbola

A B

i

Fonte: App Suite GeoGebra - Grafica

o

Observacao 4: De maneira bem mais rdpida, a Maneira 3 de executar o traco do
grafico é bem mais eficaz. Em alguns casos, quando o discriminante, por exemplo,
for negativo, o grafico ndo ira tocar o eixo dos x. Portanto, a partir da concavidade,
0 vértice serd de suma importancia.

De qualquer maneira que o leitor optar em esbogar o grafico de uma funcao do
2° grau, o resultado é o mesmo. Mas, sempre é melhor ndo perder muito tempo,
pois o objetivo é ganhar praticidade com esses graficos mais simples, para mais
adiante conseguir construir uma base sobre a andlise de tais graficos, a fim de
desvendar ou entender graficos mais elaborados e com restrigdes.

Para a determinacdo do Sinal, basta analisar o grafico, em termos dos zeros
da funcdo.

Figura 16. Sinal da fungéo f(x) = —x?>+ 6x — 5

Fonte: App Suite GeoGebra - Gréfica
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Assim, o sinal pode ser analisado da seguinte maneira:

f(x) > 0,parax € (1,5)
f(x) < 0,para x € (—oo, 1)U(5, +0)

1.3.2. Limites no Infinito da Funcao Quadratica

Ao analisarmos, primeiramente, a funcao do 2° grau com a > 0, podemos
observar que, a medida que se aumenta o valor de x, suas respectivas imagens
aumentam até mais rapido (Ver Figura 17).

Figura 17. Andlise do Limite no Infinito da fungdo do 2° grau

Fonte: Paint App

E de outra vertente, quando os valores de x diminuem, as imagens
continuam aumentando.

Logo:
liT f(x) =400, f(x) =ax?>+bx +c,a>0
x—+00

lim f(x) = 4o0; f(x) =ax*+bx+c,a>0
X——00

Ja no caso da funcdo do 2° grau com a < 0 (Ver Figura 18).
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Figura 18. Anélise do Limite no infinito da funcado do 2° grau

Fonte: Paint App

Assim, os limites:

liT f(x)=—o0;f(x) =ax?>+bx+c,a<0
x—+o0

lim f(x) = —o0; f(x) = ax?>+bx +c,a <0
xX——00

1.3.3. Exercicios de Fixacao e

Chegou a hora de praticar o que foi estudado! Tente ndo perder muito tempo
na execucao dos graficos solicitados abaixo.

1. Plote os graficos no plano cartesiano de cada uma das seguintes funcoes
quadraticas, destacando os pontos ideais de cada um deles.

a) f(x) =X
b)f(x)=x*-3x=2
Ofx)=-x2+4
d)f(x)=2x2-4
e)f(x)=-3x2+5x-1
B f()=-x
gf=x+1
h)f(x)=-x2+x
Df(x)=4x2-7x+2
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1.4. Funcao do 3° Grau

Nesta sessdo, veremos o melhor dos casos para a determinagdo das raizes
da funcdo do 3° grau. Porém, em muitos casos, serdo necessarias ferramentas
diferenciais para verificar o comportamento do grafico, que serd visto
mais adiante.

Definicdao: A funcdo do 3° grau é definida pela Lei dada por
f(x) =ax®+bx?*+cx+d,coma,b,c,d € R, sendo a # 0.

Para determinar os zeros da fungao, faz-se y = 0. Entdo, encontra-se um
polindmio do 3° grau. Aqui, sera visto o Método de Redugdo de grau do polinomio
através do Método de Briof-Ruffini. Tal método consiste em descobrir uma das
raizes do polinémio por tentativa e erro, a partir dos divisores de %, em modulo.

Depois, o método consiste em fazer uma cruzada, da maneira seguinte:

Raiz a b c d
a*Raiz + b | B*¥Raiz + ¢ )
a \ )|\ ) | C*Raiz +d
Y B Y C

O intuito é que a ultima operacao se anule, e assim, os coeficientes calculados
serdo do polinémio de grau 2.

Novamente, observa-se o coeficiente a para verificar a sinuosidade da curva,
conforme o Quadro 10.
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Quadro 10. Comportamento e Situacdo do grafico da fung¢do do 3° grau

Coeficiente Comportamento Situacao do Grafico
a>0 Crescente
a<o0 Decrescente

Outro ponto ideal a ser destacado é o ponto que ‘corta’ o eixo das ordenadas,

ou seja, faz-se x = 0.

O sinal da funcdo se apresenta com sinal positivo para a parte do grafico acima
do Eixo das Abscissas, e com sinal negativo para a parte do grafico abaixo do Eixo

das Abscissas.

Exemplo 4: Esboce o grafico da fungdo f(x) =x3—-3x2+3x—-1,

Fonte: Da autora

destacando os seus pontos ideais. Analise o sinal da funcao.

Resolucdo: Para tal esbogo, é preciso descobrir as raizes da funcao, i.e, y =
0. Donde se obtém o polindmio x3 — 3x? 4+ 3x — 1 = 0. Os divisores de _Tl em

modulo sdo: 1 e -1.
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Faga o teste: f(1) = 13 — 3(1)? + 3(1) — 1 = 0. Encontramos a raiz!

Agora o método de Briof-Ruffini:

1 1 -3 3 -1
1 -2 1 0

Logo, o polinémio reduzido é x2 — 2x + 1 = 0, cuja soma das raizes é 2 e o
produto igual a 1. Portanto, as raizes sdo iguais a 1.

Assim, o polindmio tem trés raizes iguais a 1. O polindmio pode ser reduzido
a(x—1)3

Tendo em vista que a > 0, a sinuosidade da curva é crescente.

O ponto que ‘corta’ o eixo das ordenadas é f(0) =03 -3(0)+3(0)-1=-1, i.e,
(0, -1), como pode ser visualizado na Figura 10:

Figura 19. Grifico da f(x) = x3 — 3x? + 3x — 1, destacando os pontos ideais

Fonte: App Suite GeoGebra — Grafica

O sinal da funcdo serd dado a partir do zero da funcdo que, neste caso,
s6 existe um!
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Figura 20. Sinal da funcdo f(x) = x> —3x2 +3x -1

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Assim, o sinal pode ser descrito por:

f(x)>0,parax > 1
f(x) <0,parax <1

1.4.1. Limites da Funcao Cubica

O comportamento da fungdo cibica no infinito é bem parecido com a fungdo do
1° grau, ou seja, vai depender se a fungdo for crescente (a > 0) ou decrescente (a <
0), de acordo com o Quadro 10. Assim, seus limites no infinito serdo descritos por:

lim ax3+bx+c=+0,a>0

X—>+00

lim ax3+bx+c=—0w,a>0

X—>—00

Ou, de modo analogo:

lim ax®+bx+c=—-0,a<0
X—>+00
lim ax3+bx+c=+0w,a<0
xX——00

36



1.4.2. Exercicios de Fixacao en———

Vamos praticar a leitura dos graficos de funcdes do 3° grau. Lembre-se que a
pratica leva a perfeicdo! Ndo perca o foco!

1. Para cada uma das seguintes fungdes, exiba seu grafico e destaque os
pontos ideais.

Q) f(x)=x

b) f(x) =x®-3x2 + 2x
OfX)=x>-8x>+19x-12
d)f(x)=-»

e) f(x) =-2x3 + 4x
Hf(x)=-x¥+5x2-7x +3
gfx=x-8
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1.5. Funcoes Trigonomeétricas

As fungdes trigonométricas tém uma particularidade muito importante:
ao invés de trabalharmos com nimeros reais em si, elas atuam sobre dngulos. Para
isso, é necessario conhecer os dngulos notaveis. Aqui, tais angulos serdo realizados
por meio do Ciclo Trigonométrico, que consiste em tragar uma circunferéncia de
raio 1, centrada na origem, onde o Eixo das Abscissas sera identificado com o Eixo
dos Cossenos e o Eixo das Ordenadas sera identificado com o eixo dos Senos,
como ilustrado na Figura 21.

Figura 21. Identificacdo dos Eixos a partir do Tridangulo Retdngulo

Fonte: Vitor Nunes, 2025!

Em cada quadrante, que sdo 4, identificados no sentido anti-horério,
se destacardo 3 pontos sobre cada um, juntamente com os pontos sobre os
eixos coordenados.

1 Disponivel em: https://www.matematica.pt/fag/circulo-trigonometrico.php
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Figura 22. Ciclo Trigonométrico

Fonte: Dia a Dia Educagdo®

Assim, havera 16 pontos sobre tal circunferéncia, como na Figura 22.
Comeca-se no ponto sobre o eixo , no 1° quadrante, com o valor de 0° seguindo
a legenda para destacar todos os outros pontos:

Quadro 11. Identificacdo em Graus de cada um dos pontos no Ciclo Trigonométrico

Situacao Somar:

Ponto sobre Eixo para Ponto

sobre o Quadrante 30

Ponto sobre o Quadrante para Ponto

sobre o Quadrante 15

Fonte: Da autora

2 Disponivel em: https://images.app.goo.gl/EvrSiuUJKuXhHVgT6.


https://

Comecando em 0 graus e terminando numa volta completa sobre o ciclo,
teremos 360 graus. Lembrando que o mais solicitado é transformar cada um dos
angulos para 7T radianos, fazendo a regra de trés simples:

Desta forma, obtém-se os angulos em radianos, destacados na Figura 22.

Esta ndo é a tnica maneira de evidenciar os angulos, pode-se fazer a
tabela dos angulos notaveis no 1° quadrante: 30°, 45° e 60°, e fazer reducdo
de quadrantes, mas ainda assim, serdo necessarios os angulos sobre os
eixos coordenados.

De posse dos valores dos senos e cossenos dos angulos notaveis, pode-se
construir o trago do grafico das funcdes trigonométricas.

Exemplo 5: Construa o grafico da funcao f(x) = senx, chamado de Sendide.

Resolucdo: Apela-se a construcdo do grafico feito através de um quadro,
colocando os angulos notaveis do ciclo trigonométrico.

Quadro 12. Pontos sobre a Curva Sendide

X ‘1t radianos’ Yy ‘f(x)=senx’ Ponto (x, )
0 sen0 =0 (0,0
s T 1 w1
6 e T2 <3’5>
n T V2 <7T \/§>
4 senZ = 7 1’2
T m 3 (n \/§>
3 Senz =7 32
/s T 0 (n 0)
> sen = 5

Fonte: Da autora
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Para verificar a sinuosidade da curva, pode-se atribuir mais angulos,
de maneira crescente. No grafico, contido na Figura 23, os angulos foram colocados
sobre os eixos coordenados. Mas, nada impede de vocé atribuir os angulos sobre
cada quadrante.

Figura 23. Gréfico da func¢do Seno - Sendide

Fonte: Sala de aula, 2020

Como pode-se perceber, a funcdo Sendide possui um comportamento ciclico
e sua imagem é compreendida no intervalo [-1, 1], o que diz que a funcao
é limitada.

E para a esquerda, também é possivel descrever o mesmo movimento.
Lembrando que a fungdo seno é uma fungao impar, i.e, /(-x) = -f (x). Pode-se
atribuir angulos com sinal negativo. Como pode ser detalhado na Figura 24:

Figura 24. Gréfico da fungdo f (x)= sen x com x € [—2m, 21|

Fonte: Raul Rodrigues de Oliveira
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1.5.1. Exercicios de Fixacao en——

Tendo em maéos o Ciclo Trigonométrico e sabendo como é definida a fungao
trigonométrica, podemos construir facilmente os seus graficos!
1. Construa o grafico de cada uma das funcdes trigonométricas a seguir:

a) f(x) = cosx ‘Cosssendide’
b) f(x) = tanx ‘Tangenoide’
) f(x)=secx= — ‘Secante’

cosx
1
senx

d) £ (x) = cossecx = ‘Cossecante’

Dica: Nas duas tltimas funcoes, o cuidado deve ser em relacdo ao dominio da
funcdo, pois é preciso restringir os pontos onde o denominador se anula!

1.6. Funcao Exponencial

A funcdo exponencial é muito utilizada no meio da Economia, pois comenta-se
bastante o dito crescimento exponencial.

Tanto a fungdo exponencial quanto a funcao logaritmica (a ser estudada na
préxima sessdo) levam em consideragdo as operacdes de potenciacao.

Relembre algumas das defini¢oes e propriedades principais de potenciacao:

Definicdo: Dizemos que a’? é a poténcia da base a elevado a um expoente n,
onde a,n € R. E é calculada por:

nvezes

Propriedades: Sejam m,n € R, a, b € R. Entdo valem:

M gt = gm+n
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an = m\/an
m_ 1
a —a—m
a®=1

a"=a"=>m=n ‘Equagdo Exponencial’
a"=b™=>a=b  ‘Modulacdes da Equacdo Exponencial’

Definicdo: A funcdo exponencial é dada pela lei f(x) = a*, com a € R}.

S6 lembrando que quando a < 0, descontinuidade dos pontos e, portanto,
ndo categorizaria uma funcdo continua.

De acordo com a definicdo, a Imagem da funcdo exponencial é

sempre positiva.
O comportamento da funcdo exponencial se dard em termos do valor de a,

como pode ser observado na figura a seguir.

Figura 25. A esquerda: Funcio Exponencial crescente. A direita: Funcio
Exponencial decrescente

Fonte: Paint App
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Exemplo 6: Construa o gréfico da fungdo /(x) = 3%

Resolucao: Para melhor entendimento, faremos uso de um quadro, tomando
valores aleatdrios para as abscissas, tendo que calcular a imagem de cada um.
Uma vez que ndo ha restricdo para os valores de x, tomaremos exemplares

negativos, nulo e positivos.

Quadro 13. Pontos sobre o trago do grafico da Funcdo Exponencial

X y f(x)=3° Ponto (X, y)

2 f(-2)=3"2%= % = % A (—2, %)
1 1

-1 f(-1)=3"1= 3 B (—1,§>

0 f(0)=3"=1 C(0,1)

1 f(1)=31=3 D(1,3)

Fonte: Da autora

Os pontos dispostos no Quadro 13 podem ser observados na Figura 26.
De acordo com o que se pode visualizar, a medida que os valores de x aumentam,
as suas respectivas imagens aumentam “explosivamente”. E dai, jA podemos nos
certificar de que:

lim a* = +o00,a>1
X—+00
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Figura 26. Grafico da Fungao Exponencial

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Ja quando x toma valores cada vez menores, as suas respectivas imagens (olhe
para o Eixo das Ordenadas) estdo cada vez mais préximas do zero.

Lima*=00<a<1

X—>—00

Entretanto, um detalhe importante sobre a Funcdo Exponencial é que o
grafico ndo toca o Eixo das Abscissas. Por isso, a importancia do Limite é sempre
uma aproximacao!

No caso da Func¢do Exponencial f(x) =a% 0 <x <1, a funcdo se torna
decrescente e os limites, consequentemente, mudam:

lima*=00<a<1

X—-+00

lim a* =40,0<a<1

X——00

Tais observacoes podem ser visualizadas na Figura 27.
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Figura 27. Andlise do Comportamento da Funcdo Exponencial Decrescente

Fonte: Paint App
1.6.1. Exercicios de Fixacao en——

Agora, vocé precisa praticar! Faca uma tabela com valores aleatérios, para
tragar o grafico das funcdes exponenciais. Ndo se esqueca de usar, sempre que
necessario, as propriedades de potenciacao.

1. Para cada uma das seguintes fungdes exponenciais, trace o seu
respectivo grafico.

910 =(3)

b) £() =2
oOfx)=e*; e=27
d)fx)=e™ e=27
&) () =5
0/00=(3)

1.7. Funcao Logaritmica

A Funcdo Logaritmica é a fungao inversa da Funcdo Exponencial. Da mesma
maneira, é muito utilizada na modelagem de situagées presentes na Industria e
Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Para melhorar o entendimento de tal funcdo, é necessario relembrar conceitos
e propriedades a respeito do Logaritmo.
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Definicdo: O logaritmo € definido através da equacdo:
logra=c (7)
Onde a,b,c € R,com a,b >0eb # 1.

Notacdo: a o Logaritmando; b a base e ¢ o Logaritmo.

A equacao (7) acontece se, e somente se, b. Ou seja, o Logaritmo acaba se
tornando uma equacao exponencial.

De acordo com as propriedades de potenciacdo e pela propria definicdo de
Logaritmo, pode-se comprovar as Propriedades de Logaritmo.

Propriedades de Logaritmo: Sejam a,b,c > 0 com a # 1, n € N. Entdo
sdo validas:

log,b +log,c =log,b.c
b
log,b —log, c= logaE
log,b™ = n.log, b

1
log,nb = H.loga1 b

log,1=0
log,1=1
3log8ab — p

Com as propriedades, fica muito mais rapido construir o quadro com valores
positivos aleatorios para x e calcular suas respectivas imagens.

Definicao: A funcdo logaritmica é definida no conjunto dos nimeros reais
positivos, tomando valores reais, cuja lei é dada por f(x) = log,x, sendoa > 0 e
a+ 1l

A base tera um papel importantissimo sobre a orientacdo do grafico. Como
pode ser observado na Figura 28:
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Figura 28. Situacgdo do grafico da Fungdo Logaritmica dependendo da base

Fonte: Paint App

De acordo com a andlise do grafico da funcao, lado esquerdo da Figura 27,
pode-se destacar que, a medida que o x aumenta, o valor de y também aumenta.
O que nos diz que:

lim log,x = +0,a>1,x>1

X—+00

E que:

lim log,x =—0,a>1,0<x<1

X—+co

Ao mesmo tempo que, do lado esquerdo da Figura 27, onde 0 < @ < 1, onde o
comportamento da funcdo é decrescente, os limites no infinito se descrevem por:

lim log,x = —0,0<a<1l,x>1

x>+

lim log,x =40,0<a<1,0<x<1
X——00

Observacao 5: Mesmo a restri¢do para o logaritmando ser sempre positiva,
a imagem ndo tera impedimento de assumir valores negativos. Isso porque para
valores de x com expoente negativo, e usando a propriedade iii) de Logaritmo,
temos, assim, um numero negativo. No exemplo, este fato ficard mais claro!
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Exemplo 7: Construa o grafico da funcao f(x) = log; x.

Resolucao: Para a construcao dos pontos do grafico da funcdo, realizaremos
um quadro, atribuindo valores positivos, destacando valores maiores que 1 e os
que estdo entre 0 e 1, e ainda multiplos de 3, pois, assim, pode-se utilizar as
propriedades de Logaritmo.

Quadro 14. Pontos da Funcgdo Logaritmica com a > 0

X Y &) =logzx’ Ponto (x, y)
1 1 _ 1

6 10g3 6 = 10g3 3 2=22 (6: _2>

1 1_ -1 _ 1_

3 10g3§ =logz337 =-1 <3, 1>

1 logs1 =1log;3°=0 (1,0)

3 logz3 =1 (3,1)

9 log39 = logz 3% =2 9,2)

Fonte: Excel, 2007

Seguem, em destaque na Figura 29, os pontos sobre o grafico da
Funcdo Logaritmica:

Figura 29. Grafico da Funcdo Logaritmica com a > 0

Fonte: App Suite GeoGebra - Grafica
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1.7.1. Exercicios de Fixacao en—

Ndo perca o foco e tente fazer os exercicios com o auxilio de um quadro/tabela
com valores pré-dispostos para as abscissas, atentando-se para o uso de escolhas
com multiplicidade, a fim de utilizar as propriedades, as quais facilitam o processo
do célculo das imagens.

1. Esboce os graficos de cada uma das seguintes fungdes, colocando as suas
observag0es a respeito dos limites no infinito.

f(x) = Inx (Quando se usa o In que significa logaritmo neperiano ou natural,
abaseée, e, e =27)
f(x) = logx (Quando ndo se identifica a base no log é porque sua base é 10)

) () = log, x
b) f(x) = logs x

0 f(x) = log1 x
5

1.8. Funcoes Inversas

As fungdes inversas, muitas das vezes, causam um certo temor, mas basta que
a definicdo esteja clara para que possamos construi-las.

Observacao 6: Em alguns casos, usando as operacées mutuamente inversas
como: Soma - Subtragdo; Multiplicacdo - Divisao; Poténcia — Raiz; e Exponencial
- Logaritmo, ja é possivel ter uma ideia da funcdo inversa, mas é preciso se atentar
para a definicao.

o o~ . ~ ~ . -1, .
Definicao: Seja fuma funcdo real, entdo dizemos que f~ é a inversa de f, se
cumprir as seguintes condigoes:
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[ é uma bijecao;
Im(f) = CD(f~1);
fof™! =1d; Id é a funcio Identidade (Id(x) = x).

Observacao 7: E importante lembrar o que é uma fungio bijetora! Uma funcio
bijetora, antes de tudo, precisa ser uma funcdo injetora, ou seja, todo elemento da
imagem possui um unico correspondente no dominio. Isso significa que elementos
diferentes no conjunto A precisam estar associados a elementos diferentes no
conjunto B, ou seja, ndo pode haver dois ou mais elementos do conjunto A que
possuem o mesmo correspondente no conjunto B3. Isto nos diz que sempre teremos
que restringir a fungdo para que ela se torne uma bijecdo. Muitas das vezes, no
caso de funcdes ciclicas, como as funcgdes trigonométricas, usamos apenas um
intervalo da reta que representa um periodo. Assim, ndo se fere a condicdo de
bijecdo da funcao.

Figura 30. Esquema em termos de Diagrama de Venn da Funcao Inversa

Fonte: Raul Rodrigues de Oliveira*

Exemplo 8: Determine a funcdo inversa de f(x) = senx e construa o grafico da
funcdo inversa, a qual se chama Arcoseno.

Resolucdo: Primeiramente, deve-se observar que a funcao seno possui um
periodo de 2m, ou seja, uma volta de 360° no ciclo trigonométrico. Logo, este

T T
intervalo pode ser escolhido de [0,2r] ou de _5'5]' Na maioria dos livros

didaticos, é escolhida a segunda opgao, a qual sera dada preferéncia.

3 Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcao-inversa.htm
4 Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcao-inversa.htm
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T 1T
Entdo, agora a funcdo seno serad dada por sen: [_E’E] - [-1,1], de maneira

. ~ . 77'- ’

que estamos associando a um angulo compreendido entre —7 a , um nimero que
corresponde ao seno do angulo escolhido. Assim, a fungdo inversa, asen, devera
associar a um numero exatamente o angulo cujo seno de tal angulo dé esse ntimero.

Entdo, ja se sabe que a funcdo arcoseno sera definida de maneira tinica

T 1T .

como: asen: [—1,1] —» [_5’5]' Lembrando que sempre associaremos os valores
compreendidos dentro do Ciclo Trigonométrico (Ver Figura 22).

Faremos a construcao do Quadro, para assim colocé-los no plano cartesiano e

tracar seu respectivo grafico. Atente-se para o seguinte fato: a fungdo seno é impar,
i.e, f(-x) = - f(x), logo, a fungdo arcoseno também sera!

Quadro 15. Pontos sobre o grafico da Fungao Arcoseno

X y ‘f (x) asen(x)’ Ponto (x, y)
-1 asen(—1) = —g (—1, g)
V3 ( \/§> o ( V3 n>
2 WM\ ) T 7% 276
2 asen<_ﬁ>=_z (_ﬁ n>
2 2 4 2’ 4

|
N =

Q

%)

()

S

|
N| —
N————

Il

|
wl|

|
N -

|
w
N———

0 asen(0) =0 (0,0)
1 1 T 1n
E asen (E) = § <5,§>
R ENNE
> asen|\—-| =7 7
V3 (ﬁ) x <«§ n>
- asen\— ) == e
1 asen(1) = g <1,g)

Fonte: Da autora
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Assim, no plano cartesiano dos pontos do Quadro 15, obtemos o grafico da
Funcgdo (Ver Figura 31), de maneira que a composicdo asen(senx) = X.

Figura 31. Gréafico da Fungdo Arcoseno

Fonte: Universo Férmulas®

Visualizando o grafico, percebe-se como realmente se espelha o grafico da
funcdo seno em relacdo a funcao /d, a qual é areta y = x.

5 Disponivel em: https://www.universoformulas.com/matematicas/trigonometria/arcoseno/

53



Figura 32. Gréafico das Fungdes: Arcoseno (===), Identidade (---) e Seno (m==)

Fonte: Universo Formulas®

1.8.1. Exercicios de Fixacao e———

Agora vocé consegue ter atencao aos detalhes para descrever a funcao inversa.
Sempre tenha em mente que é natural a restricdo da funcdo para que ela se torne
biunivoca! Ao usar as operagOes inversas, s6 ndo esqueca de restringir a funcdo
inversa depois, conforme o que foi mencionado na Observacao 7.

1. Construa o grafico das fungoes inversas de cada uma das funcdes, explicitando
os conjuntos de entrada (D (f)) e de saida da funcdo (CD (f)), em relacao a
funcdo inversa.

a) f(x) = x?

b)f(x) = e* (Com e = 2,7)

O f(x) = logs x

d)f(x) = cosx (A funcdo inversa da funcdo Cosseno é conhecida

como Arcosseno)
e)f(x) = 2x + 1 (Usar a Propriedade ii) de Funcdo Inversa)

f) f(x) = —x+3 (Usar a Propriedade ii) de Funcao Inversa)

6 Disponivel em: https://www.universoformulas.com/matematicas/trigonometria/arcoseno/

54



1.9. Construcao de Graficos utilizando o
software GeoGebra

O software GeoGebra é bem simples de ser instalado no celular, através da
procura no App - Suite GeoGebra. O uso da meméria do celular é bem baixa e
permite utilizar a maior parte dos comandos que ira ser utilizado neste estudo.
Também pode ser usado off-line, através do link: https://www.geogebra.
org/classic, no qual é permitido visualizar os graficos das fungdes vistas
neste capitulo.

As operacdes utilizam a linguagem C*, porém, atualmente, pode-se utilizar o
teclado com as principais fungées utilizadas, como na Figura 32, a seguir.

Figura 33. Teclado Virtual na plataforma on-line do software GeoGebra

Fonte: App Suite GeoGebra’

As janelas e ferramentas estdo explicitadas na Figura 34, na qual é possivel
identificar, a direita, o plano cartesiano, contendo os eixos coordenados: horizontal
- Eixo das Abscissas () e vertical - Eixo das Ordenadas (). A esquerda, é possivel
identificar a barra de ferramentas, onde possui botdes pré-dispostos, contendo
botdes para mover, inserir pontos e outras ferramentas com possibilidades de
inserir retas, vetores, poligonos, entre outros.

E logo abaixo da barra de ferramentas, na barra de ENTRADA, pode-se inserir
diretamente a expressdo que identifica a funcao. Neste passo, é importante ressaltar
que todas as atribui¢Oes vistas nas disciplinas bases de calculo e de &lgebra linear
sdo preservadas, como, por exemplo, a fungdo de ser expressa por uma letra
minuscula, varidveis expressas por letras mintsculas, ponto expresso por letras
maitsculas, onde suas coordenadas sdo inseridas por meio de parénteses, e, assim
por diante, no caso de matrizes por letras maitisculas.

7 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic
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Figura 34. Pré-disposicdo das Janelas no software GeoGebra

Fonte: App Suite GeoGebra®

Colocando, por exemplo, a varidvel x na ENTRADA, automaticamente o
software entende que é uma funcao f(x) = x. E no plano cartesiano, ja é possivel
ser visto o traco do grafico da funcdo. Com o ENTER no teclado, se efetiva a
funcdo, onde aparecera, na Janela de Algebra, sua identificacdo.

Na verdade, na Janela de Algebra, onde se identifica a funcdo, tem uma
bolinha que pode ser acionada ou desativada, simplesmente clicando em
cima da mesma. Isso possibilita trabalhar com varios graficos sobre o mesmo
plano alternadamente.

Figura 35. Visualizacdo da Janela de Algebra (Lado Esquerdo) e grafico da fungdo
no plano cartesiano (Lado Direito)

Fonte: App Suite GeoGebra®

8 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic
9 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic
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1.8.1. Exercicios de Fixacao e

No software GeoGebra, temos muita facilidade de fazer o trago de qualquer
funcgdo desejada, seja ela uma fungdo do 1°, 2° e 3° grau, exponencial, logaritmica,
trigonométrica ou inversa. Entdo, para exercitar, execute o traco de todas as funcdes
colocadas como exercicio de fixacdo das sessOes anteriores e confira se os calculos
foram realizados corretamente.

Para fazer essa conferéncia, pode se colocar, ap6s o grafico ja desenhado no
plano cartesiano, na ENTRADA, o ponto identificado por suas coordenadas.
Por exemplo, na Figura 35, temos plotado o grafico da fungao f(x)= x. Entdo, em caso
de requirir a imagem do ponto de abscissa 2, é s6 colocar na ENTRADA: (2, f(2)).
O software tem o poder de armazenamento, logo, ao usar f(2), automaticamente
ja se utiliza a imagem do 2 pela funcdo (Atentar para o nome da fungdo descrito
na Janela de Algebra). Desta maneira, vocé, leitor, pode conferir uma fungéo de
cada vez e os pontos que foram utilizados no seu quadro, e também conferir a
posicdo no referido gréafico.

Uma forma de deixar seu grafico mais visivel e com mais detalhes é clicar em
cima do gréafico e apertar o botdo direito do mouse, que ira abrir opgoes, dentre
elas, as Configuracdes. Ao ativar as configuracoes, aparecera uma janela, podendo
modificar a cor, a legenda do gréfico, o traco, a espessura da linha, entre outros,
conforme pode ser visto na Figura 36.

Figura 36. Janela de Configuragoes

Fonte: App Suite GeoGebra'?

Com isto, o grafico ficara mais elegante para ser inserido em trabalhos
universitarios e com o maximo de informacoes possiveis.

10 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic
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Limites e
Continuidade

Capitulo 02



Neste capitulo, trabalha-se o conceito mais preciso de aproximagdo. Tratando-
se de uma fungdo, tudo o que acontece no dominio da fungdo terd agdo direta
sobre a sua imagem. Neste caso, estuda-se as aproximagdes, a fim de obter o
entendimento completo do comportamento da fungdo. Além disso, pode-se
conseguir o comportamento completo da fun¢do, com auxilio dos limites laterais,
no infinito e infinitos.

2.1. Limites

Definicao: [Limite de uma funcaoe] Seja f:r -~ R uma funcao real, dizemos
que L € R é o Limite da fungao f'se:

Dadoe > 0,36 >0,0< |x—a|<déd=|f(x)—L| <e.

A defini¢do em termos de € e § fica bem complicada de entender a primeira
vista, mas, desenvolvendo as inequacoes modulares, fica mais compreensivel
(Podendo ser visualizada na Figura 37).

Figura 37. Ideia da aproximacdo e analise do Limite de uma funcéo

Fonte: Stewart, 2013

Destaca-se, inicialmente, a primeira desigualdade modular:

lx —al <6 (8)
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Como todo médulo, o que esta dentro do médulo pode ser positivo ou negativo,
de forma que seu resultado sempre saira positivo. Entdo:

x—a<éd e —(x—a)<$é

Donde tem-se:

x<a+d e x>a—96

Ou seja, juntando as duas informacGes:
a—6<x<a+d,ie,x€(a—48,a+6)

Ainda sobre a mesma desigualdade, temos a condi¢do |x — a| > 0, simplesmente,
mas ndo necessariamente, x = a. Isso nos da o leque de que, mesmo sem o ponto
estar definido na fungdo, poder ter a aproximagdo em torno de tal ponto.

Na segunda desigualdade, procedendo de maneira analoga a andlise feita para
a desigualdade modular, tem-se:

f(x)e(L—¢€L+¢€)

Como ja enunciado anteriormente, a analise do limite consiste em uma
aproximacao intervalar com centro no ponto da andlise do limite, e, a medida
que ha a aproximacao, tanto pela direita quanto pela esquerda do ponto, a mesma
situacao estara acontecendo com as imagens de tais elementos contidos no intervalo
(Conforme Figura 37).

Figura 38. Ideia intervalar do limite de uma funcao

Fonte: Stewart, 2013



Na Figura 39, pode ser observada a analise do calculo, que trata-se de uma
convergéncia em rela¢do ao dominio da fungdo (aproximagcao intervalar convergindo
para a), mesmo que a & D(f), causando uma convergéncia na imagem da fungao
para um valor real L.

Figura 39. Ideia do limite de uma funcdo, sendo que o ponto @ nédo esta definido
na funcao

Fonte: Stewart, 2013

Dependendo da fungdo, pode ser que ndo exista tal L, e neste caso, dizemos que
a funcdo ndo possui limite ou é divergente. Na maioria das vezes, logo se percebe,
ao observar uma interrupcdo abrupta no grafico, quando uma funcdo nao possui
limite, ou quando a funcdo apresenta um salto.

Figura 40. Func¢do Descontinua no ponto 3

Fonte: Stewart, 2013

Uma situacdo bem comum que acontece é a situacao reportada na Figura 39,
onde mesmo a funcdo ndo estando definida no ponto x = a, os limites laterais
existem! Garantindo, assim, que o limite exista, mas a funcao ndo sendo continua
neste ponto.
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A partir da propria definicao de Limite, nasce a definicdo de Limites Laterais,
pois a aproximacao acontece a direita do ponto a ser analisado (Conforme Equacao
(9)) e a esquerda do ponto a ser analisado (Conforme Equacdo (10)). A notacdo
sera dada por:

lim_f(x) )
x—-at
lim f(x)  (10)
x—a
Do mesmo modo para a nogdo para os Limites no Infinito, os quais ja foram

mencionados desde o Capitulo 1.

Definicao: [Limites no Infinito] Seja fuma funcdo real, dizemos que o limite
no infinito da funcdo £, notado pelas seguintes expressoes:

li111 fx)=Lie Ve>0,36>0,0>a;x>8=>|f(x)—L| <€
X—>+00

O que significa dizer que: os valores de f(x) ficam arbitrariamente préoximos
de L tomando x suficientemente grande (Como pode ser observado na
Figura 41).

Figura 41. Detalhamento do calculo de limites no infinito. Perceba que a fungao depois
de um certo N, se afunila para bem préximo daretay =L ( )

Fonte: Stewart, 2013
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De forma analoga:

lim f(x)=L,i.e,ve> 0,36 >0,-6<a;x<—-6=|f(x)—L|<e
X——00

O que significa dizer que: os valores de f (x) ficam arbitrariamente préximos
de L tomando x suficientemente grande, em valor absoluto.

Defini¢ao: [Limites Infinitos] Seja fuma funcao real, dizemos que o limite
no infinito da funcdo f, notado pelas seguintes expressoes:

liT f(x) =xx,i.e,Ve>0,36 >0, >a;x > 6= f(x) > ¢
xX—+o00

lim f(x) = £00,i.e,Ve>0,36§ > 0,6 >a;x >8> f(x) < —€

X—>—00

Outras defini¢des muito importantes se originam a partir dos Limites Laterais
e Limites no Infinito:

O limite da fungdo existe se, e somente se, os limites laterais coincidem:
limf(x) © lim f(x) = lim f(x)
x—a x—at x—-a~

As Assintotas Verticais presentes numa funcdo, as quais sdo retas verticais,
do tipo, x = a, no qual faz a funcdo se aproximar, mas ndo toca, sdo originadas a
partir do célculo dos limites laterais, da forma a seguir:

lim f(x) = oo

x—a

Ou:
lim f(x) = oo

x—a
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As Assintotas Horizontais presentes numa funcdo, as quais sdo retas
horizontais, do tipo y = L, sdo originadas do calculo de limites no infinito:

lim f0) =1
E/Ou:
lim f(x)=1L
X—>—00

Tais célculos servirdao de apoio para plotar o grafico, atendendo a todas as
nuances que o grafico pode ter de comportamento.

A func@o a seguir é de extrema importancia para o calculo dos limites laterais e
no infinito, pois servira de base para tracar o grafico de funcdes, geralmente escrita
da forma de quociente de funcges.

1
Exemplo 9: Analise o grafico da funcdo f(x) = p

Resolucao: Primeiro, a fungdo se escreve como um quociente, onde naturalmente
o denominador ndo pode se anular! Logo, D(f) = {x € R;x # 0} . Mais a frente,
irdo seguir o calculo para a verificagdo da existéncia de uma Assintota Vertical
em x = 0.

Assim, cria-se um intervalo com raio 0,5 com centro no 0, com espagamento
de 0,1, para tentar visualizar o comportamento do grafico.

1
Quadro 16. Pontos sobre o grafico da fungéo f(x) = p

1
X y o= Ponto (, y)
1
'0,4 f(_0r4') = TA‘ =-25 (_0)4) _2)5)
-0,3 F(-03) = —5= =33 (-0,3; -3,3)
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1
-0,2 f(—O,Z) = T,Z =-5 (-0,2, -5)
1
‘0,1 f(—O,]_) = ﬁ =-10 ('0,1, '].0)
1
0,1 f01) =57=10 (0,1; 10)
0,2 0,2) = LI 5 0,2; 5
) f( ) )_ﬁ_ ( & )
1
0,3 £(0,3) = 03 = 3,3 (0,3; 3,3)
1
0,4 f(0,4) = 04 2,5 (0,4; 2,5)

Fonte: Da autora

Com os pontos sobre o plano cartesiano, nota-se tratar de uma Hipérbole
Equilatera. Ao examinar as Assintotas presentes no grafico, temos:

1
lim — =+ (11)

x>0t X

Pois, no quadro, a medida que nos aproximamos de 0 pela direita, as imagens
aumentam cada vez mais.

o1
A= 09

Visto que, pelo quadro, a medida que nos aproximamos de 0 pela esquerda,
sentido crescente, verifica-se que os valores estdo ficando maiores, embora com
o sinal negativo.

Destacando-se, assim, a presenca da Assintota Vertical em x = 0.

Importante notar, que é exatamente sobre o ponto da restricdo da funcdo que
sera verificada a existéncia de assintotas verticais.

Agora, analisando os limites infinitos:

Perceba que, a medida que os valores de x aumentam, como por exemplo,
podemos pensar nos valores 10; 100; 1000, as imagens desses valores pela funcao f
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se tornam 0,1; 0,01; 0,001, respectivamente, isto é, cada vez mais se aproximam de
0. Analogamente para valores negativos, a medida que x — —oo, as imagens por f,
f(x) = 0. Assim:

As duas afirmacdes acima garantem que y = 0 é uma Assintota Horizontal.

Assim, as Assintotas Horizontais sdo sempre identificadas a partir dos limites
no infinito da funcdo, ou seja, uma determinada funcdo pode ndo possuir assintotas,
possuir uma assintota (como visto neste exemplo) ou duas assintotas, somente
essas possibilidades. 1

Na Figura 42, pode-se perceber o grafico da funcdo f(x) = — e os pontos que
estdo no Quadro 16 dispostos sobre o mesmo. x

Figura 42. Gréafico da funcdo

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica



1
A funcdo f(x) = — serve de apoio para calcular os limites laterais, juntamente
X

com as propriedades de Limites.

Definicdo: [Propriedades de Limites] Sejam f e g fungoes reais tais que:

limf(x) =M

limg(x) =1L
xX—a

Entdo, sdo validas:
im(f+g)x) =limf(x)+limgx)=L+M
x—a xX—a x—a

lim(f = g)(x) = lim f(x) = lim g(x) = L = M

lim(f.g)(x) = lim f(x). im g(x) = L.M

C(f _chij"llf(x)_L_
llm(;) (x) _chilr‘llg(x) _M'M #0

lim(kf)(x) = k lim f (x) = kL
tim 7 = [im el = 17

limk =k; k é uma constante
xX—a
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Tais propriedades sdo verdadeiras para o calculo de limites infinitos. E vale:

_ (+oo,se k>0
k. () = {—00, sek <0 (15)
Além de indeterminagdes como: (+00). (+00) = 4+000u (—o0). (+00) = —c0

ou (—oo); (—OO) = +o0.

-1

2x
Exemplo 10: Verifique se existe o limite da fungdo f(x) = .
x =1. Caso exista, calcule o seu valor.

no ponto

Resolucao:

Maneira 1: Primeiro, verifica-se que o Dominio da funcado f é
D(f) ={x € R;x — 1+ 0}, por se tratar de uma funcdo definida como um
quociente, deve-se restringir o denominador. No ponto cuja fungdo ndo esta
definida, pede-se para analisar a existéncia do Limite, ndo havendo nenhum
impedimento para isso.

Para tal investigacdo, toma-se um intervalo com o centro x = 1 e o raio 0,5
(Tal raio pode ser definido suficientemente pequeno, de forma que possa haver a
analise das imagens). Observe o quadro:

Quadro 17. Anélise da Imagem pela fungdo

Fonte: App Suite GeoGebra — Planilha
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Assim, no intervalo GJ), a funcdo é decrescente, mas as imagens aumentam
sem um padrdo de crescimento definido. Da mesma forma, no intervalo (1.2),
a funcdo é decrescente, mas as imagens diminuem sem um pardmetro de
decrescimento claro.

Logo, ndo existe limite da funcdo fno ponto x = 1.

Maneira 2: Ao perceber que a funcdo nao esta definida em x = 1, deve-se
verificar se neste ponto existe uma Assintota. Entdo, para isso, examinam-se 0s
limites laterais a direita e a esquerda de x = 1 - Assintotas Verticais e os Limites
Infinitos, para examinar a existéncia de Assintotas Horizontais, ou comportamento
no infinito.

Usando as propriedades de Limite item iv, i e ii, na Equagdo (15), além
da notagdo:

Ot=lim—=+40 e 0 = lim—
x-0t X x—-0" X
Obtém-se:
2x — 3 ll‘l’ll’}F 2x — 3 —1
m =x2 = — = —00
-1t x—1 limx—1 0t
x—1t
2x—3 lm2x-3 4
lim = x—>'1 =—=+4
x-1" x—1 limx—1 0

x-1"

O que nos diz que a reta x = 1 é uma Assintota Vertical.

Realizando os calculos de Limites no Infinito, sempre use como base a funcao
fx) = Seoseu respectivo comportamento. O procedimento consiste dessa forma
de colocar em evidéncia a varidvel com maior expoente, tanto no numerador quanto
no denominador, a fim de encontrar os quocientes de x, fazendo x tender para o
infinito e convergir para 0.

69



3
2x— 3 'x(Z—;) 2

im = lim = lim —
x>t x — 1 x—>+00 1 x>+ 1
x|(1-— }

=2

Neste caso, o procedimento é o mesmo para - co:

Os célculos dos limites infinitos indicam que y = 2 é uma assintota horizontal.
Dessa forma, fica mais facil plotar o grafico. Adicione as retas (assintotas)
no plano, colocando poucos pontos para o entendimento do seu comportamento.

-3
na Figura 40, pode-se visualizar

2
Observando o gréfico da fungéo f(x) = -

amplamente que ndo existe o limite da funcao.

2x—3
x—1
(Assintota Vertical) e (Assintota Horizontal)

Figura 43. Grafico da fungdo f(x) = com a presenca da reta

12| D

10

————/'/2 ...........................................
| T
4 2 0 it 4
G
®F
E
=8

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica
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2.1.1. Exercicios de Fixacao e

Agora ficou bem mais simples plotar o grafico de uma funcao. Atente-se para
o célculo das assintotas, zeros da fungado e ponto que ‘corta’ o eixo das ordenadas.
Dai, se ainda tiver diividas sobre o comportamento da fungdo, tome alguns valores
para x e faca o célculo de sua respectiva imagem.

Vamos colocar em pratica tudo aquilo que vocé ja aprendeu até aqui. Ao final,
pode-se plotar o grafico no software GeoGebra para a devida verificacdo.

1. Plote o grafico das seguintes funcoes, destacando suas assintotas (caso exista)
e pontos ideais.

_2x*-8
) f0)=——
b _x2—1
) fG) = —
2x + 4
) f00 =5
£ = s
e) f(x) =x3—-1
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2.2. Calculo de Limites

O célculo do Limite de uma funcao pode ser feito de maneira construtiva,
como foi realizado no Exemplo 8, quer seja simulando a aproximagao intervalar

b
quer seja construindo o grafico, observando se existe alguma descontinuidade no
ponto em questao.

Mas nesta sessdo se mostrara algumas técnicas para o calculo do limite

Quadro 18. Situagdes para o Calculo do Limite

Situacao Calculo Termos matematicos

Substitui-se o valor
na funcgdo e o limite _
coincidira com a )lcl_r)rcll f(x) =f(a)
imagem do ponto
pela funcao

Caso o ponto em
analise pertenca ao
Dominio da funcao

Usa-se produtos
Caso o ponto em .
e . notaveis para a
analise ndo esteja simplificacio do
definido no Dominio {mPINCAcao | lim p( )
da funcio. Em seral polinémio e verifica- 0 (x) =r(a)
- geral, | qe ainda, assim pode x#a
a funcao se apresenta .
~ ser substituido o
como uma fracdao
valor de x

Caso a funcgao esteja

- Utiliza-se o p(x) p(x) ‘/ @ _
na forma de fracgao, mecanismo de lim . = lim C a i
. x:ta\/qx x#a\qu qu
sendo o denominador . .
racionalizagdo p(@). /(@)
apresentando um . ) N —_—
A (‘desracionalizacdo’) (@)
termo com raiz

Fonte: Da autora

Em situagOes mais adversas que ndo se encontram no Quadro 18, a analise
devera ser realizada por meio da aproximacao intervalar com convergéncia para

o ponto da andlise e suas respectivas imagens ou através do traco do grafico
da funcao.
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A seguir, apresentam-se os principais Produtos Notéaveis:
Definicao: Sendo a, b, c € R, sdo validas:

Diferenca entre Quadrados: a> — b? = (a — b)(a + b)
Quadrado da Soma: (a + b)? = a? + 2ab + b?

Quadrado da Diferenca: (a — b)? = a? — 2ab + b?
Diferenca entre Cubos: a3 — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
Cubo da Soma: (a + b)3 = a3 + 3a®b + 3ab? + b3

Cubo da Diferenca: (a — b)3 = a3 — 3ah + 3ab? — b3

Decomposicdo de Girard: ax? + bx + ¢ = a(x — x )(x — x'"), onde x' e X" sd0
as raizes do polindmio do 2° grau.

x+3
x2 -9

Exemplo 11: Calcule o limite da funcéo, caso exista, dada por f(x) =
no ponto de abscissa.

Resolugao: Primeiro, observamos que a fungdo nado esta definida em x =
-3, pois o denominador se anula nesse ponto, o que gera uma indeterminacao.
Portanto, o calculo se compreende no 2° quesito do Quadro 15, em que temos
que usar produtos notaveis para simplificar o quociente.

Segundo, usando diferenca entre quadrados, i.e,a’> — b?> = (a — b)(a + b), pode-
se substituir o polindmio q(x) = x? — 9 pela sua devida fatoragao.

Terceiro, seguindo o calculo:
x+3 . x+3 . 1 1

l. —:l —:l —_—
32— 9 S = 3)(x +3) 1 sx—3 —6

Para ficar mais claro ainda, na Figura 44, observa-se a existéncia do limite.
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x+3
x2—-9

Figura 44. Gréfico da Fungdo f(x) =

Fonte: App Suite Geogebra — Grafica

Observacao 8: No exemplo 9, caso a andlise fosse em torno do ponto de
abscissa x = 3, o limite ndo existiria. O motivo seria a existéncia de uma Assintota
Vertical em x = 3, onde os limites a esquerda e a direita divergem.

2.3. Continuidade de Funcoes

Definicdao: Uma fungdo é dita continua em um ponto caso acontega as
seguintes condigoes:

i) Existir o limite da funcdo no ponto;
ii) limf(x) = f(a)
X—a

Caso aconteca i) e ii), para todo ponto do dominio da funcao f, a funcao
é dita continua.

O conjunto das fungdes continuas constituem o espaco das fungées de
classe C°.

Observacao 9: Em alguns casos, ha uma imposicdo de que a funcao seja
continua, dai usa-se a forma particionada de escrever uma fungao.
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2

X X
Podemos citar a funcdo f(x) = —>—2 onde claramente a funcdo ndo esta
definida para x = 2. Mesmo assim, pode-se calcular, caso exista, o limite de tal
funcdo, como segue:

Cx?=x=-2  (x+Dx-2) .
lim———=lim———— = =limx+1=3
x=2 X —2 X2 x — 2 m

x2—x-2
Figura 45. Gréfico da fungdo f(x) = ——

6

4
X2 —x—=2
fx) ===
2
/ o 2 4 6

Fonte: App Suite Geogebra — Gréfica

O que se pode perceber no grafico da funcdo f é que, neste caso,
trata-se de uma reta com um “buraco”, por assim dizer, no ponto (2,3), o que
a tornaria descontinua em x = 2. No entanto, a funcdo fpode ser definida da
seguinte maneira:

~ x2—x—2
f(X) — xT,sex * 2
3,sex =2

Dessa forma, a funcdo f seria continua.
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2.4. Grafico de Funcoes com o uso das
Assintotas

Um resumo do que foi apresentado neste capitulo é que o conceito de limite
pode ampliar a construcdo de graficos de fungoes, principalmente quando a funcdo
ndo é definida em uma linha, sendo estas fung¢ées do tipo quociente, que geram
varias assintotas dentro do grafico.

Esquema geral para construcao do grafico via Limites:

1) Verificar o dominio da funcdo: Caso a funcdo apresente restri¢oes, deve-se
investigar a existéncia de Assintotas Verticais nos pontos de restri¢do, realizando
o célculo dos Limites Laterais desses pontos.

2) Analisar o comportamento da funcdo no infinito: Ou seja, calcula-se os
Limites no Infinito, possibilitando a existéncia de Assintotas Horizontais.

3) Determinar os zeros da fun¢do: Lembre-se de que, se a funcao for do tipo
quociente, é necessario identificar apenas os zeros do numerador.

4) Determinar o ponto de intersecdo com o eixo das ordenadas: Isso é feito
fazendo x = 0.

A partir da determinacdo de cada item listado acima, o grafico pode
ser construido.
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As fungoes diferencidveis sdo muito importantes, pois além de poderem ‘prever’
o comportamento da fungdo com mais exatiddo, possibilitam uma infinidade de
aplicagbes envolvendo a derivada da fungdo, como por exemplo, a taxa de variagdo,
que as Ciéncias Exatas, principalmente a Fisica, utilizam e destacam um dos seus
principais conceitos: Velocidade e Aceleragdo, em muitos problemas dentro das
Engenharias, os quais podem ser modelados matematicamente e solucionados a
partir de métodos diferencidveis.

3.1. Derivada de uma Funcao

3.1.12. Nocao da Derivada de uma funcao
num ponto

Definicao: [Derivada Pontual] A derivada de uma funcdo num determinado
ponto (a, f, (a)), onde fé uma fungdo continua, é definida como o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico da funcao.

A demonstracao deste fato consiste em considerar retas secantes sobre o grafico
até o momento em que, com a aproximacao para o ponto requerido, se tera a reta
tangente ao grafico da fungdo f, conforme mostra a Figura 46:

Figura 46. Situacdo das retas secantes convergindo para uma reta tangente

Fonte: Stewart, 2013

Assim, calculando o angulo a partir de um tridangulo formado com dois pontos
vindos da interse¢do das secantes sobre o grafico, tem-se o quociente de Newton.

_ [0 - f(@)

X —a

tanf
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Figura 47. Determinacao do calculo do angulo a partir do tridangulo retangulo

Fonte: Stewart, 2013

Como se quer uma reta tangente, faz-se o limite quando x se aproxima de a.
Desse modo, tem-se:

f'(a) = lim

x—a

f) = f(@)
r— (16)

De maneira analoga, tem-se a definicdo da Derivada Total da funcdo £, a partir
dos pontos (x, f(x)) e um afastamento (x + A, f(x+h)), com h > 0.

(17)

oy = o FOEE ) = £ )
f)= s h
Naturalmente, se quiser calcular a derivada de uma fungdo, num determinado
ponto, pode-se obter a derivada da funcdo e, apés isso, aplicar o ponto desejado.
Uma observacdo importante é que se constréi com o conceito pontual a fungao
derivada. Quando essa funcdo que é obtida é continua, diz-se que a fungao é
diferenciavel, ou ainda, de classe C1.
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Figura 48. Construcdo da Func¢do Derivada cujos pontos sdao P = (x (A), m), onde m é a
inclinacdao da Reta Tangente

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

O conjunto das funcdes diferenciaveis constitui o conjunto das funcées de
Classe C1.

3.2. Regra de Derivacao por Definicao

Neste topico, sera feito o desenvolvimento de algumas regras de derivacao
para funcGes bem conhecidas. Mas o leitor pode se deleitar e aproveitar para
fazer demonstragdes de todas as fungdes vistas no Capitulo 1. Claramente alguns
desenvolvimentos precisam dos chamados "Limites Fundamentais", o qual sera
enunciado e podera ser examinado em Guidorizzi (2008).

Exemplo 12: Calculando a derivada da fungdo do 1° grau, f(x) = x.

Resolugao: Conforme a equacdo 17, temos que calcular f(x + h) = x + A,
substituindo:

[} —1: 76""1—?5_ : E_ : —
JOO=lim == m = Jm =1
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Exemplo 13: Calculando a derivada da fungdo do 2° grau, f(x) = x2.
Resolucdo: Temos que f(x + h) = (x + h)?. Assim:

C (x+h)?-x%2  x®>+2xh+h?>—x%*  h(Q2x+h)
lim = lim = lim
h—0 h h=0 h h—=0

=lim2x+h = 2x
h—0

Exemplo 14: Calculando a derivada da fungdo exponencial, f(x) = eX.

Resolugdo: Temos que f(x + h) = eX* 1= eXeh, Logo:

.’ eXeh —e* y e*(eh —1)
im——————=Ilim———=
h—-0 h h—0 h

Vendo que a funcdo e* ndo depende de A, ela pode ser retirada do limite.
A seguir, sera utilizado o limite fundamental:

x g eh—1
e im
h—0 h

X

Observacao 9: Ao analisar o grafico da funcdo f(x) = , conforme a
Figura 48, percebe-se claramente que, quando x se aproxima de zero, tanto pela

esquerda quanto pela direita, o limite é igual a 1.
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e
Figura 49. Gréfico da fungado f(x) =

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

h

7z . e 7. .
Porém, pode-se provar que %Lmé éigual a 1. Neste caso, deve-se realizar
-

uma substituicdo dentro do limite. Vale ressaltar que, ap6s a substituicdo, tudo
ficara em funcdo da nova variavel.

Assim, temos que f'(x) = eX. 1 = e~

Outra maneira de constatar que o limite envolvendo a funcdo exponencial é
verdadeiro € utilizando uma substituicdo no limite, onde todas as variaveis x devem
ser substituidas pela nova variavel.

Fazendo:

u=et—-1 (18)

Naturalmente, percebe-se que, quando o h = 0 em (18), a varidvel u — 0.
E isolando o / na equacao (18), temos:

el=u+1=>h=mn@w+1)
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Utilizando a propriedade de Limite e do Logaritmo, obtém-se:

-1

1
l = [ln lirré(l +wul =[ne]lt=1"1=1
u—

] u |, mu+1) -1
Hm In(u+1) |n-w u

A segunda igualdade se deve ao fato da fungdo logaritmica In ser continua e a
sequéncia ser convergente, o que permite a troca de limites.

1 n
lim <1 + —) =e
n—oo n

Exemplo 15: Calculando a derivada da fungéo logaritmica f(x) = Inx.

Resolucao: Para a resolugdao completa, utilizaremos as propriedades
do Logaritmo e também um resultado sobre fungdes continuas aplicadas
a sequéncias.

Calculando f(x + h) = In(x + h), substituimos em (17):

1

()

X

1
R

=limln

im————=lim—-lIn
X h—0

h—0 h h—0 h

In(x + h) — Inx 1 x+h . h
=limin(1+—
h—0 X

Agora, fazemos a substituicao u = — © due nos da:

1 11 1 11 1
limin(1 +ww = limin(1 +wxu = lim—In(1 +wuv =—Inlim(1 +uwu =
u—0 u—0 u—-0x X u—-0

—Ine =—
x x

1 n
Observacado 10: O limite da sequéncia @. = (1 + ;) é convergente e converge
para o nimero e quando n - co. Isso pode ser demonstrado fazendo a substituicdo
1 . . .
u ==, o que implica que, quando n - o, temos u — 0. Resultando-se assim:
n

1
lim(l+uwu=e
u—0
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Exemplo 16: Calculando a derivada da fungéo trigonométrica f(x) = senx.

Resolucao: Tendo que f(x + h) = sen(x + h), no qual pelo seno da soma
tem-se:

sen(x + h) = senx cosh + senh cosx
Substituindo na Equacdo (17):

sen x cos h + sen h cosx — sen x

lim
h—-0
~ senx(cosh—1)  senhcosx ~cosh—1
= lim + lim——— = senx lim
h—0 h h—0 h h—0 h
sen h

+ cosxlim
h—-0 h

Nesta dltima igualdade, perceba que as fungées sen x e cos x ndo dependem da
variavel h, por isso, saem do limite.

Para o desdobramento do calculo, recaird nos chamados Limites Fundamentais
do Seno, dado por:

. senx
lim =
x-0 X

Devido ao seu grafico exposto na Figura 50, no qual o ponto (0,1) ndo esta
definido, pois 0 € D(f), neste caso:

Figura 50. Funcdo que determina o Limite Fundamental da Fungdo Seno

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica
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E o limite fundamental do Cosseno:

cosx —1

im =0
x-0 X

Devido ao seu grafico exposto na Figura 51, o ponto (0,0) ndo esta definido
na funcéo:

Figura 51. Gréafico da funcdo responsavel pelo Limite Fundamental do Cosseno

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Dessa maneira, a derivada da fungdo f(x) = sen x

~ sen(x + h) — senx
;lmol A =senx.0+cosx.1 =cosx

3.3. Regras de Derivacao

A partir dos célculos realizados na secdo 3.2, pode-se verificar a Tabela contendo
as Regras de Derivacdo para as principais fungdes vistas no Capitulo 1.

Quadro 19. Regras de Derivacao

Funcao Lei Derivada
Algébrica f(x)=x" f'(x) = nxnt
f(x) = senx f'(x) = cosx
Trigonométrica
f(x) = cosx f'(x) = - senx
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Exponencial f(x)=ex ['(x)=ex

Logaritmica f(x) = Inx f'(x) = 1

Fonte: Da autora

Com estas derivadas, pode-se obter vérias outras, a partir das propriedades e
de outros Teoremas importantes, como o da Regra da Cadeia.

3.4. Propriedades de Derivacao

As propriedades de derivacdo decorrem da definicdo de derivada através do
limite, levando em consideracdo as propriedades de funcdes.

Sejam f, g funcdes derivaveis e continuas, k € R, entdo valem as
seguintes propriedades:

DF+ ) =f)+g®
DF-9@=Ffx-gx
iii) (f. 9) (x) = £ () g(x) + f(x)g (x)

) (f) AT R (G TC

g g(x)?

v) (kf) (x) = kf'(x)

vi) (k) = 0 "Derivada de funcio constante é zero!"

Tais propriedades sdo demonstraveis, utilize a equacdo (17) para a realizacdo
dos devidos calculos. Também é possivel ver a demonstracao em Stewart (2013).

Exemplo 17: Calcule a derivada da funcdo f(x) = tan(x), cujo grafico é

conhecido por tangendide.
senx

Resolucdo: Lembre-se que a fungéo tangente é um quociente, tan(x) = oo’

Sendo assim, deve-se usar a Propriedade de Derivacdo iv) e as derivadas construidas
na segao 3.3.

, , . 2
, senx sen(x).cosx — senx.(cosx)  cos®x + sen’x 1 )
tan(x) = (—) = = =\%osx) = sec“x.

cosx cos? x cos?x
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3.5. Reta Tangente

A reta tangente fica bem facil de determinar, uma vez que ja temos o
coeficiente angular.

Como ja visto no curso de geometria analitica, podemos determinar a
equacdo de uma reta a partir do seu coeficiente angular, através da equacao
a seguir:

_ 4y
M= 7%

Onde Ax é a variacdo em relacdo ao eixo das abscissas e Ay é a variacao em
relacdo ao eixo das ordenadas. Porém, ja foi visto na se¢do 3.1, que o coeficiente
angular da reta tangente é dado pela derivada da funcdo no ponto dado.

Assim, a reta tangente ao grafico da fungdo f no ponto (xg, y,) pode ser
obtido por:

' Y=o
f(xo) = X — xg
Ou, ainda:
y = f (xo)(x — x0) + ¥o (19)

Onde yo = f(xo).

Exemplo 18: Construa a reta tangente a funcdo f(x) = x? nos pontos de
abscissa 1, -1 e 0.

Resolucao: De posse das regras de derivagao vistas na secdo 3.2, tem-se que
a derivada de f é f'(x) = 2x.

Assim, a reta tangente no ponto (1, f(1)), uma vez que f(1) = 1% =1, cuja
derivadaem x=16 f (1) = 2+ 1 = 2, tem-se a reta crescente:

y=2x—-1

Ja a reta tangente no ponto (—1,f(—1)), onde f(-1)=(-1)%?=1 e
f '(—1) = 2 * (—1) = —2, resultando na reta decrescente:
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y=—-2x-—1

Analogamente a reta tangente no ponto (0, £(0)), com f(0) =02=10 e
f '(0) = 2 % 0 = 0, resultando na reta:

y=20

Analisando o grafico da funcdo e as respectivas retas tangentes nos pontos (1,1),
(-1,1) e (0,0), conforme a Figura 51, nota-se que:

* quando a reta tangente é crescente (ou seja, o coeficiente angular é
positivo), a funcdo estéd crescendo.

* quando a reta tangente é decrescente (ou seja, o coeficiente angular é
negativo), a fungao esta decrescendo.

* quando a reta tangente é nula (ou seja, o coeficiente angular é nulo), a
funcdo apresenta um ponto critico, que pode ser classificado localmente
em: ponto de minimo (no caso deste exemplo), ponto de maximo ou ponto
de sela.

Figura 52. Esquema grafico da fungdo e retas tangentes em pontos simétricos
e na origem

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Desta maneira, pode-se inferir a partir do estudo do sinal da funcdo derivada,
o comportamento da funcgdo, identificando os pontos de minimo, de maximo ou
de sela, presentes na funcdo, onde sera mais detalhado na secdo 4.2.
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3.6. Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia serve para derivar funcdes compostas e é amplamente
aplicada em Taxas de Variagdo, uma vez que, em problemas na Engenharia e na
Fisica, as variaveis dependem, por exemplo, do tempo, constituindo uma fungao
dependente ou composta. Foi descoberta e demonstrada pelo Matematico Aleméao
Gottifried Leibniz (1646 -1716).

Teorema: [Regra da Cadeia] Sejam f e g funcdes derivaveis, tais que
Im(f) = D(g), a derivada da funcdo composta (go f)(x) = g(f(x)) é
dada por:

g(f®) = g'(f().f @)

A demonstracao deste Teorema se encontra no Livro [3].
Em termos da notagdo de Leibniz, a Regra da Cadeia se formula por:

dg dg df
dx df dx

Ou, mais precisamente:

dg
dx

_dg af
. Aflpg dx

X

Exemplo 18: Sendo admitido que as fungdes fe g sdo diferenciaveis e que
vale a tabela:

Quadro 20. Imagens das fungdes £, g, f' e g’

X fx) g(x) f'(x) g
1 3 2 4 6
2 1 8 5 7
3 7 2 7 9

Fonte: Da autora
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Nessas condicdes, calcule (f © g) (1) e (g ° f)'(1).

Resolucao: Usando a Regra da Cadeia para calcular a derivada da funcéao
composta (f o g)(x), tem-se:

(fog) M =f(g(D).g' (1)

Onde, identificando conforme a tabela exposta no problema, obtém-
se, ordenadamente:

f(2).6 =5.6=30

De maneira anédloga, descreve-se a aplicacdo da férmula, apds, substitui-
se os valores da imagem, com mencao a funcdo interna, e ordenadamente os
calculos seguem:

@GN =g(fD).f (1) =g'(3).4=94=36.

Esse exemplo é bem ilustrativo e demonstra a importancia de calcular
sequencialmente os valores e no final se obter o ntimero, que representa a derivada
da funcdo em um ponto.

3.7. Derivada Implicita

Definicao: [Funcao Implicita] Uma funcdo é dada implicitamente quando nao
se consegue exibir a funcdo por completo. Em geral, a funcdo implicita é dada em
termos de uma equacdo que envolve tanto a propria funcdo quanto a sua variavel.

Utilizando o mecanismo de evidenciar a fungdo interna para a realizacdo da
derivacdo por meio da regra da cadeia, fica bem mais simplificado. J& o outro
método consiste em transformar a equagdo numa fungdo que depende de duas
variaveis e realizar as derivadas, como por exemplo F (x, y). Fazendo uma arvore
para identificar graficamente, temos:

F
VAN
I

Onde cada trago simboliza uma derivada. No caso das duas primeiras, fazem
mencao as derivadas parciais de ' em relacdo as variaveis x e y, ou seja, aplica-se
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a regra de derivacdo para cada uma das variaveis, fazendo a outra varidvel igual
a uma constante. Ja nos segundos tracos, simboliza a derivada de x em relagdo a
X, que é igual a 1, e 0 outro, a derivada ordindria Z—z.

Note-se que F(x,y) = 0, pois todos os termos da equacdo foram para o

1° membro, e no segundo ficou o 0.
0

d =F 1+4+F dy
x F Y dx

Isolando a derivada que se almeja, tem-se:

dy F,
L - __ 2
dx Fy (20)

Exemplo 18: Seja ¥ = f (x) uma funcéo diferenciavel e dada implicitamente por:
xe¥ =x—y
Nestes termos, calcule %.

Resolucgdo: Primeiramente, perceba que nao é possivel isolar o y, a fim de
obter fexplicitamente.

Assim, para calcular a derivada da fungdo, define-se a fungdo
F(x,y) = xe¥ —x +y. Utilizando-se a equagdo (20), as derivadas F, e F, serdo
calculadas utilizando a regra de derivacdo para cada uma das variaveis. Assim,

F,=e”—1eF, = xe” + 1. O que resulta em:

dy — e’—1
dx ~  xeY+1

Perceba que a derivada acima depende tanto da varidavel x como da sua
imagem y.

Um outro exemplo de funcdo implicita que pode ser exemplificado é para as
curvas no plano, denominadas como c6nicas. As conicas precisam ser "cobertas"
por duas ou mais fungdes, pelo simples fato de, em alguns casos, ndo serem
definidas como funcao.

E o caso da Elipse, Circunferéncia e Pardbola com concavidades para a esquerda
ou direita e a Hipérbole.
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No exemplo a seguir, serd examinado um desses casos e aplicados a
determinacao da reta tangente.

Exemplo 19: Determine a reta tangente a Hipérbole x? + 2xy — y? + x = 2
no ponto (1,2).

Resolucao: Plotando a Hipérbole (Ver [3]), conforme a Figura 53:

Figura 53. Traco da Curva Hipérbole x? + 2xy — y? + x = 2

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica
Neste caso, precisa-se do coeficiente angular da reta tangente que, como Vvisto
anteriormente, é dado pela derivada.
Usando a equagdo (20) para calcular a derivada implicita de y, tem-se:
Fx,y)=x?>+2xy —y?>+x—2
Donde se calcula as derivadas parciais:

Fo=2x+2y+1ekF, =2x—-2y

Dessa forma:

dy 2x+2y+1

dx 2x — 2y
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Aplicando a derivada no ponto (1,2):

dy 7 7
dx

1.2)

Logo, a equacdo da reta tangente sera:

7
y=§(x—1)+2

Ou ainda:

77,7 3
Y=3XTameT ATy

Figura 54. Traco da Curva juntamente com a Reta Tangente no ponto especificado

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Outra contribuicdo da derivada implicita é a derivada de fungoes trigonométricas
inversas, o que sera visto no exemplo a seguir:



Exemplo 20: A derivada da fungdo "Arcoseno", asen(x), ou a funcao inversa
da funcao sen(x).

Resolucdo: Lembre-se que a composicdo sen x . asen x = x (a funcdo composta
com sua inversa resulta na funcao identidade).

Seja y = asen x, entdo, isso significa que ao aplicar a funcdo seno em ambos
os membros, tera:

seny =x (21)
Lembre-se de que y = y(x), entdo, ao se derivar toda a equacao (21) em relagao
a variavel x, obtém-se:

cosyd—y—l
“dx

Note que, mesmo que a equagdo acima ja seja resumida, ela também foi dada
implicitamente. Entdo, deve-se retornar a variavel.

A equagdo (21), vista de forma geométrica, por meio de um triangulo retangulo,
diz que:

Logo, o outro cateto é dado por meio do cosy que, utilizando o Teorema de
Pitagoras, obtém-se:

_V1- x2
cosy = 1
Assim, a derivada:
dy 1
dx 1 — %2
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3.7. Taxas de Variacao e Taxas Relacionadas

Nesta se¢do, estudaremos uma das aplicagcdes mais importantes de derivadas
aplicadas a Fisica e a Engenharia.

Definicao: [Taxa de Variacao] A taxa de variacdo é o calculo de variagdo de
uma funcdo, no qual sua variavel esta se movendo e é calculada como um quociente
entre as variacoes envolvidas.

No caso da Fisica, pode-se entender a Velocidade como uma taxa de variacao,
comumente calculada por:

Ax
VT e

Onde x = x(t) é a funcdo posicdo, a qual determina a posicao de um objeto/
particula num determinado instante t. A velocidade instantanea é identificada com a
derivada da funcgdo posicdo x em relacdo ao tempo t. Dependendo de cada problema,
a taxa sera modelada para, assim, solucionar o problema.

Definicao: [Taxa Relacionada] A taxa relacionada é uma taxa de variacao, na
qual a func¢do é uma fungdo composta.

Assim, para solucionar o problema, devera ser utilizada a Regra da Cadeia, ou
mesmo a ideia da derivada implicita.

O exemplo a seguir envolvera o cdlculo de areas e o leitor devera ter
familiaridade com as férmulas de calculo de areas.

Exemplo 21: O comprimento de um retangulo estd aumentando a uma taxa de
8cml/s e sua largura estd aumentando a uma taxa de 3cm/s. Quando o comprimento
for de 20cm e a sua largura for de 10cm, qudo rapido a area do retangulo
estd aumentando?

Resolucao: O leitor deve usar a sua imaginacdo e pensar que existe um
retangulo, no qual suas arestas estdo crescendo em funcdo do tempo e que,
consequentemente, sua area ira aumentar conformemente.

As medidas das taxas de variacdo devem ser levadas em consideracao, por
exemplo, no enunciado do problema se diz que o comprimento estd aumentando
a 8cm cada segundo e a largura 3cm a cada segundo.

Outra coisa muito importante é destacar as medidas que estdo sendo
trabalhadas no problema, no caso, um retangulo que tem suas dimensoes
dadas através do seu comprimento e de sua largura, pois trata-se de uma
figura bidimensional.
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O ideal é também esbocar um desenho que represente o problema, como

a seguir:

y

Jéa identificadas as medidas, agora pode-se traduzir para a linguagem matematica

as taxas envolvidas.

dx_8
dt
dy
E—S

Observe que tais taxas sao constantes.
Assim, levando-se em consideracdo que a area do retangulo é o produto do
comprimento pela largura, temos a funcdo area dada por:

A, y) =xy (22)
Onde x = x(t) ey = y(t).

Para calcular a derivada da fungdo area em fungdo do tempo, deriva-se (22)
em funcdo do tempo, ndo esquecendo de usar a regra do produto do lado direito:

dA dx © + x(0) dy
dr de” B

Assim, como € solicitado essa taxa quando x = 20 e y = 10, tem-se:

dA

dt |x=20
y=10

=8.10 + 20.3 = 140cm?/s

Pode-se obter que a area, nessas circunstancias, esta aumentando a cada segundo

140cm?.
Muitos outros problemas envolvendo areas, volumes e problemas de Engenharia

sdo solucionados com esse método.
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3.8. Derivadas usando o GeoGebra

Até aqui, voce leitor ja sabe plotar um grafico no GeoGebra, agora para melhorar
sua percepcao sobre Derivadas, pode-se criar um ponto sobre o grafico da fungdo
com a ferramenta Ponto, clicar sobre o grafico, e depois, com o botdo Mover,
arrastar o ponto sobre o grafico. Isto ja se torna bem interessante, pois vocé passeia
sobre o grafico da fungdo. Agora com a ferramenta Reta Tangente, conforme a
Figura 55, cria-se uma reta tangente ao grafico da fungdo no ponto j4 anteriormente
criado. Dessa forma, vocé pode entender as inferéncias da reta tangente ao grafico
da funcdo, que é tao importante.

Figura 55. Criacdo da Reta Tangente a uma funcdo

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Usando o Quadro 21, pode-se experimentar calcular a derivada de uma funcao
no Software.

Quadro 21. Comandos no GeoGebra para se calcular Derivadas Sucessivas de fun¢des

Comando Serve para:
Calcular a derivada da funcao
Derivada (<Funcao>) e exibindo-a na Janela
de Visualizacdo.

Calcular a derivada de ordem
superior. E este nimero é a
referente a ordem da derivada.
Ex.: Derivada segunda,
entdo Numero é 2.

Derivada (<Fungado>,
<Ntmero>)
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Derivada (<Funcdo>,
<Variavel>)

Calcular a derivada de
uma fungdo na variavel
que se queira.

Derivada (<Fungao>,
<Variavel>, <Numero>)

Calcular a derivada de ordem
superior de uma fun¢do na
variavel que se queira.

Fonte: Da autora
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Neste capitulo, a influéncia da derivada sobre o grdfico da fungdo ficard bem
evidente, o que serd de extrema importdncia identificar onde a fung¢do apresenta
um ponto mais alto ou mais baixo num determinado intervalo, representando,
assim, montanhas e vales existentes naquela regido. O estudo das derivadas
possibilita determinar tais pontos com precisdo, como visto na se¢do 3.4. Agora,
tais descobertas irdo se juntar a um problema de otimizagdo, no qual se pretende
exibir o ponto 6timo que ird solucionar o problema.

Imagine que vocé quisesse determinar o relevo de uma determinada area, entdo,
seriam notorios os trechos bem visiveis aos olhos, os quais seriam as montanhas,
mas também alguns trechos escuros, representando que naquele lugar existe uma
depressao ou vale. Pode-se observar bem esta situacdo ao analisar a Figura 56,
da Cordilheira dos Andes, considerada o mais longo complexo montanhoso do
Mundo, que fica localizada na Costa Oeste da América do Sul.

Figura 56. Cordilheira dos Andes: Maior Complexo Montanhoso

Fonte: Unsplash, 2018"

Quando se estabelece um comportamento mapeado através de uma funcao,
pode-se determinar tais pontos. Dessa forma, sera feito com os problemas
de Otimizacao.

11 Disponivel em: https://unsplash.com/pt-br/fotografias/montanhas-glaciares-durante-
o-dia-cgbLg31ZEpk
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4.1. Pontos Criticos

Definicao: [Ponto Critico] Dada uma funcdo diferenciavel, dizemos que
a € D(f) é um ponto critico da fungdo quando a derivada for nula em a ou a
derivada ndo existir em a.

Observacao 11: Exatamente como ja analisado na secdo 3.5, a reta tangente
em um ponto critico tem o coeficiente angular nulo, se tornando uma reta paralela
ao eixo das abscissas.

Destacando a imagem de um ponto critico, serd denominado Valor Critico,
que consequentemente sera classificado por: Valor Maximo, Valor Minimo ou
Valor de Sela.

No caso do plote do grafico, servird mais um aporte para se determinar os pontos
especiais na funcdo, como os vértices e crescimento e decrescimento da fungao.

Exemplo 22: Sendo fuma fungdo do 2° grau dada por f(x) = ax? + bx + c,
a # 0. Encontre a férmula para encontrar os pontos criticos da funcdo (Ou mais
conhecido como as coordenadas do Vértice da Funcgao do 2° Grau).

Resolucao: Como discutido anteriormente, os pontos criticos da fungdo sao
encontrados quando a derivada da fungdo é nula. Logo:

) b

f (x) = 2ax + b = 0, o0 que nos diz que x, = o

Substituindo o xy na fungdo, para encontrar a coordenada y, o qual é chamado
também de Valor Critico:

b\ b ab? —2ab? + 4a*c —(b? —4ac) —A

po =a() +o (o) oS TR
A seguir, uma das principais contribuicdes do matematico alemdo Gottfried
Leibniz e, principalmente, sua notacdo matematica para a derivada, que se relaciona
com taxas de variacao. Ao invés da linha sobre a funcdo para identificar a ordem
da derivada, se utiliza a notagdo Z;ﬁ. Assim, o valor de n serd relacionado a ordem
da derivada. O simples fato da derivada de primeira ordem ser denotada por um
quociente Z_i’ ja permite identificar com a variagdo de y em relagao a variagao de x.
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4.2 Influéncia do sinal da Primeira Derivada
sobre a funcao

Os pontos criticos sdo classificados a partir do sinal da funcdo derivada, devido
ao comportamento da reta tangente, visto na secdo 3.5. De acordo a Figura 31,
nota-se que, dadoum x € I,I = (a,b) € R:

o f ’(x) > 0, isto denotara que o coeficiente angular da reta tangente é
positivo e, portanto, a reta tangente sera crescente e assim, a funcdo f estara
crescendo neste determinado intervalo real I;

* f'(x) < 0, isto denotara que o coeficiente angular da reta tangente é
negativo e, portanto, a reta tangente sera decrescente e assim, a fungao f
estara decrescendo neste intervalo real I.

Com tal analise acima, existe uma inferéncia da derivada sobre o crescimento
da funcdo em si.

4.3. Valores Minimos e Maximos
Definicao: Dado um x € I tal que f (x) = 0, dizemos que f(x) é:

Valor Maximo Local se dado uma vizinhanga V. de c, ou seja, um intervalo
centrado em ¢ e uma abertura § € R, ou ainda (¢ — 8, ¢ + §), suficientemente
pequena, tal que f(c) = f(x), Vx € V;

Valor Maximo Absoluto se f(c) = f(x),Vx € D(f);

Valor Minimo Local se dado uma vizinhanca aberta V. de c, ou seja,
um intervalo centrado em c e uma abertura § € R, ou ainda(c — 6, ¢ + 9),
suficientemente pequena, tal que f(c) < f(x) Vx € V;

Valor Minimo Absoluto se f(c) < f(x),Vx € D(f).

Intuitivamente, analisam-se as imagens de todos os elementos dentro de uma
vizinhanca local, que contenha o ponto em questdo. Se nenhuma imagem superar a
imagem do ponto escolhido, entdo ele terd a maior imagem localmente, indicando
que ali existe um ponto de maximo local. Isso ocorre de forma semelhante para
valores minimos.

O exemplo a seguir devera usar métodos diferenciais para exibir o ponto critico,
a partir disso, se terd duas énfases: o método mais trabalhoso, que é escolher uma
vizinhanca aberta do ponto e se analisara suas imagens; e o método diferencial, que
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consiste em analisar a classificacdo do ponto critico através do comportamento da
derivada e determinar se f(c) sera um valor de minimo ou de maximo.

Partindo para a verificacdo para saber se f(c) é um ponto de minimo/maximo
absoluto, em ambos os casos, devemos analisar o comportamento da funcdo no
infinito, sendo necessario o calculo de limites no infinito.

Exemplo 23: Estude quanto aos valores minimos/maximos da funcdo dada por
f(x) = —x? + 4x + 6. Especifique se tal valor é local ou absoluto.

Resolucdo: A primeira parte da questao é achar o ponto critico, caso exista.
Entdo, derivando a fungao £, temos:

fx)=-2x+4
Igualando a fungdo a zero, obtém-se: x = 2.

Maneira 1: Construindo-se uma vizinhanca aberta em torno do ponto x = 2,
de raio 6 = 1 e com espagamento de 0,2, conforme o Quadro 22.

Quadro 22. Quadro evidenciando a Vizinhanga aberta em torno de x = 2
e suas respectivas imagens

Fonte: App Suite GeoGebra Grafica — Planilha

Assim, pode constatar que o ponto x = 2 em questdo é um ponto de maximo,
pois nessa vizinhan¢a nenhuma imagem proxima superou a imagem de x = 2.

Esta é a maneira um pouco mais trabalhosa, se for realizada a mao livre, mas
se for com o uso de software educacional, serd mais pratico.
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Maneira 2: Uma vez que o ponto x = 2 é um ponto critico, ird se determinar o
estudo de sinal da funcdo derivada f'(x) = —2x + 4. No capitulo 1, foi explorado
muito sobre o comportamento de tais fun¢des. Sabendo que a reta é decrescente, a
esquerda de x = 2, o sinal da funcdo é positivo, que serd simbolizado por uma seta,
e a direita a fungdo é decrescente, que sera simbolizado por uma seta. Entdo, temos:

+ —

f' (Sinal da Derivada)

v

f (Comportamento da fungdo )

v

De acordo com a anélise da interferéncia da derivada sobre a funcdo acima,
diz-se que x = 2 é um ponto de maximo local. Substituindo o ponto x = 2 na
fungdo f, obtém-se f(2) = —22+4-2+6 =—-4+8+ 6 = 10.

De uma maneira ou outra, acaba-se por achar que 10 é o valor maximo local da
funcdo. Mas ja sabiamos disso, pois no capitulo 1 estudamos a funcdo quadratica, e
como o coeficiente a < 0, o grafico de tal funcdo é uma parabola com concavidade
para baixo e seu grafico ndo muda no infinito.

Porém, para efeito de calculo, o limite no infinito da fungéo f sera:

lim —x%+4x + 6 = —oo.

x—+oo

Indicando que o ponto (2,10) é um ponto de maximo absoluto, cujo grafico é
realizado na Figura 57.
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Figura 57. Grafico da funcdo f(x) = —x? + 4x + 6 exibindo os pontos de acordo com
0 Quadro 21

Fonte: App Suite GeoGebra - Gréfica

4.4. Problemas de Otimizacao

Definicao: [Problemas de Otimizac¢ao] Os problemas de otimizacgado sao
caracterizados por uma funcdo objetivo que, neste caso, depende de duas variaveis
e esta sujeita a uma restri¢ao representada por uma equagdo envolvendo essas
mesmas variaveis. A ideia é transformar a funcdo objetivo para que ela dependa
apenas de uma variavel. Assim, com o auxilio do estudo diferencial, é possivel
determinar seus pontos criticos, classifica-los e identificar o ponto 6timo que
solucionara o problema.

De modo geral, problemas de otimizacdo visam maximizar ou minimizar a
funcdo objetivo. Contudo, na Engenharia Elétrica, destaca-se a procura do ponto
de sela. Além disso, existem outros métodos para determinar os pontos 6timos
da funcgao. Por exemplo, na Engenharia de Producao, a disciplina de Pesquisa
Operacional faz a determinacdo do ponto 6timo.

Exemplo 24: Encontre o retangulo de maior area possivel.

Resolucio: E preciso identificar a funcdo objetivo e a restricdo. Para isto, um
desenho da situagdo ja melhora a percepcao.
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Observando a figura com as dimensdes ja dispostas, podemos dizer que a funcado
objetivo é a area e a restricdo é o perimetro do retangulo ou o semiperimetro p dado.

Ay =xy  (23)

x+y=p (24)

Como j4 citado anteriormente, o objetivo é transformar a funcdo A para depender
apenas de uma Unica variavel. Assim, isolando y na equacdo (24) e substituindo
na func¢do dada em (23), obtém-se:

Alx) =x(p —x) = xp — x?
A fim de obter o(s) ponto(s) critico(s):
Ax)=0
O que resulta em:
—2x+p=0
Ou seja, x = g

Uma vez que a fungdo A = A(x) é uma fungdo quadratica com coeficiente

. P, L. ~
a < 0, temos que o ponto de abscissa x = 5 éum ponto de maximo local da funcdo.
Como os limites infinitos para 4o e —co convergem para —oo, constata-se que é

um ponto de maximo global.
Desta forma, substituindo x na restricdo (23), tem-se o valor de y = =.
Isto comprova que o retangulo de maior area possivel é um quadrado!

N

Virios outros problemas podem ser contextualizados e resolvidos através de
Problemas de Otimizacdo. O exemplo a seguir é um problema que também pode
ser resolvido através de métodos vistos na disciplina de Algebra Linear, que é o
Tépico de Distancias.
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Exemplo 25: Determine o ponto sobre areta y = 2x + 3 que esta mais proximo
da origem.

Resolucdo: Analisando o grafico e a situagdo, conforme a Figura 58, percebe-
se que existem varios pontos sobre a reta que tém uma distancia, mas qual delas
sera a menor?

Figura 58. Gréafico da Funcgdo f(x) = 2x + 3 e a situacao proposta no Problema

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Claramente, a funcdo objetivo neste caso é a funcao distancia. Por simplicidade
dos célculos, deve-se trabalhar com a fungdo distancia ao quadrado.

fl,y) = dist?(x,y) = (x = 0)* + (y — 0)*
Cuja restricdo sdo os pontos sobre a reta y = 2x + 3. Substituindo a restricao
na funcio distancia dist?, obtém-se:
fX)=x*>4+2x+3)2=x?>+4x>+12x+9=5x>+12x + 9
Buscando o ponto critico da funcdo dist?:

f(x)=10x+12=0

6
Assim, tem-se x = — -
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Uma vez que a funcdo objetivo "f (x)" é uma funcdo quadratica com coeficiente
a>0, seu grafico é representado por uma parabola com concavidade voltada para
cima, como visto no Capitulo 1. Logo, o ponto de abscissa x = —z € um ponto
de minimo global, pois os limites no infinito de tal funcdo convergem para +-co.

6 3
Assim, y =2 (— §) +3= < Portanto, a distancia é:

st — 62+ 3)\* 45_3V5 .,
ist = z 5—25—5—,u.c.

Caso a resolucio fosse abordada pela Algebra Linear, a equacdo da reta poderia
ser escrita na forma reduzida em relacdo a variavel x, dada por y = 2 x + 3. A partir
dessa equagdo, podem-se extrair as informagoes pertinentes a reta vetorial:

Vetor diretor da retaV: v, = (1,2);
Ponto pertencente a reta: B. = (0,3).

A distancia de um ponto a reta é determinada geometricamente pela razao entre
a area do paralelogramo formado pelo vetor diretor v, e o vetor ¥ = P.0, e a base
do paralelogramo, que é o mddulo do vetor diretor |v,|. Logo:

VXV 0,0,3 3 3v5
[v; x| 1(0,0,3)] B —134uc

dstOn) == = a2 ~vizs 5

Para a constatacdo visual no software GeoGebra, utilizando a fungdo distancia
(<Ponto>, <Objeto>) na barra de ENTRADA, depois de ter colocado a fungdo e
o ponto no plano, a resposta pode ser visualizada na Janela de Algebra com duas
casas decimais, como ilustrado na Figura 59.
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Figura 59. Visualizacdo do grafico da fungao e o ponto na Janela de Visualizagdo 2D
e na Janela Algébrica

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

4.5. Influéncia da Funcao Derivada Segunda
sobre a Funcao

Assim como existe a influéncia da primeira derivada da funcao sobre o grafico
da fungdo f, pode-se examinar a situacdo da influéncia da segunda derivada
da funcao.

Definicdo: Sejam x € I = [A, B] € R e fuma funcdo real diferenciavel em I.
Dizemos que f tem concavidade para cima (Ver Figura 60), se:

T(x) < f(x),Vx,p€l,comx +p
Onde T(x) = f(p) + f (p)(x — p) é a reta tangente a fno ponto.

Figura 60. Exibicdo de uma fungao cujas retas tangentes ficam sempre por baixo
do gréfico de f

Fonte: Stewart, 2013
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Definicao: Sejam x € I = [4, B] € R e fuma funcdo real diferenciavel em 7,
dizemos que ftem concavidade para baixo, se:

T(x) > f(x),Vx,p€l,comx #p
Onde x € I = [A, Bl c R é a reta tangente a f no ponto p.

Figura 61. Exibicdo de uma funcdo cujas retas tangentes ficam sempre acima
do gréfico de f

Fonte: Stewart, 2013

Teorema: [Teorema do Valor Médio - TVM] Seja fuma funcao continua em
[a, b] e derivavel em (a, b), entdo existird pelo menos um c € (a, b), tal que:

f) - f(a)

b—a -

fl© (@5

Geometricamente, pode ser analisada a Figura 62, dada uma reta passando pelos
extremos do intervalo [a, b], onde existira uma reta tangente ao grafico da fungdo
[, que possuird o mesmo coeficiente angular da reta secante.

Figura 62. Esquema geométrico do TVM
y

f) -

s

fla)

|

|

{ |
I |

| |

a c b

Fonte: Guidorizzi, 2008
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A seguir, dois exemplos para analise analitica e grafica. O primeiro demonstra
que o valor médio que atende ao TVM corresponde ao ponto médio do intervalo
considerado - fungdes quadraticas. O segundo exemplo evidencia que pode existir
mais de um valor ¢ que satisfaz 0 TVM - fungoes ctibicas.

Exemplo 26: Usando o Teorema do Valor Médio para a funcdo f(x) = x? no
intervalo 0 < x < 3, determine o(s) valor(es) de c. Expresse graficamente este fato.

Resolucao: Pelo TVM, uma vez que a fungao quadratica é derivavel em (0,3) e
é continua em [0,3], sabe-se que sera satisfeita a Equacdo (25) no intervalo dado:

oy SB) = f(0)
f'() =T 3-0

Substituindo as imagens: f(3) =32 =19 e f(0) = 0> =0 e a derivada da
funcdo, tem-se:

3
Logo, ¢ = > o qual é o ponto médio do intervalo [0,3].
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Figura 63. Esquema grafico da funcdo f(x) = x? no intervalo [0,3] e a reta tangente ao
grafico dada pelo TVM

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Exemplo 27: Usando o TVM para a funcdo f(x) = x3 — 2x no intervalo de
[-2,2], determine o valor de c. Expresse graficamente este fato.

Resolucao: Uma vez que a funcdo esta nas condicGes do TVM, usa-se a
Equacdo (25) para determinar o(s) valor(es) de c.

oy @)= f(=2)
FO="5"Cs
4-(-4) 8
3P —2=———=7
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Mostrando-se, assim, que existem duas retas que tangenciam o grafico
de f, com a mesma inclinacdo da reta secante, que passa pelos extremos do
intervalo [-2,2].

Figura 64. Esquema grafico da fungdo (==) definida em [-2, 2] e as retas tangentes (= ==) a0
grafico de que possuem a mesma inclinagéo da reta secante (=) que passa pelos extremos
do intervalo dado

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Utilizando o Teorema do Valor Médio, pode-se destacar as seguintes inferéncias
a respeito da segunda derivada.

Definicdo: [Teste da 2° Derivada]
Se f "(x) > 0 em todo 7, entdo ftera concavidade voltada para cima em /;

Se f "(x) < 0 em todo I, entdo f terd concavidade voltada para baixo em I,

Se f (p) = 0¢, além disso, existirem niimeros reais, como P € (a,b) € D(f),
tal que f tenha concavidades contrarias em (a,p) e (p, b), entdo p é um ponto
de inflexdo.
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Aqui, serdo exibidos dois exemplos: uma funcdo ctibica contida no Capitulo
1 e outra Fungdo Racional, para que o leitor consiga entender a influéncia da
2* Derivada sobre a funcao.

Exemplo 28: Seja f(x) = x3 — 2x% + x — 1, construa o seu grafico usando as
informacoes geradas a partir das influéncias da 1* Derivada e 2* Derivada.

Resolucao: Primeiramente, calcula-se a 1* Derivada. Assim, examinaremos os
pontos criticos e intervalos de crescimento e decrescimento.

Calculando a 1* Derivada:
f(x)=3x%—4x+1
Assim, os pontos criticos, caso existam, serdo:
3x2—4x+1=0

Calculando o discriminante: A = (—4)2 —4-3-1=16—-12=4> 0.
As raizes sdo:

4+2_1

X = 6 -
4-2 2 1
6 6 3

Portanto, a fun¢do possui 2 pontos criticos.

Agora, analisando o sinal da 1° Derivada, que vem da andlise do sinal da funcao
derivada f'(x) = 3x% — 4x 4 1:

+ - +
. . > f
1 1
3
Py * > f
1 1
3

Analisando os intervalos, percebe-se que x =
e x = 1 é um ponto de minimo local.

é um ponto de maximo local

W

Fazendo a 2% Derivada, considerando que este é um processo recursivo:
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() = 6x —4
Entdo, o ponto de inflexdo sera:

(o)W

—4 = — _
6x 0=>x 3

Fazendo a andlise do sinal da segunda derivada f (x) = 6x — 4, que é uma
funcdo linear crescente, obtém-se:

winN o

4
4
‘\H

w| N

Apbs as duas andlises, obtém-se o grafico apresentado na Figura 65, no qual é
possivel verificar visualmente que o ponto de inflexdo divide as concavidades a
N . . 2
esquerda e a direita em uma vizinhanga aberta do ponto de abscissa x = 3

Figura 65. Grifico da fungdo f(x) = x® — 2x% + x — 1 contendo os pontos de Maximo e
Minimo Locais e Ponto de Inflexdo

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

2
x
Exemplo 29: Plote o grafico da funcéo racional f(x) = % _ 1» evidenciando
os pontos de minimos e maximos locais e globais e o ponto de inflexdo,
caso existam.
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Resolucao: De acordo com a secdo 2.1, que abordou as funcdes racionais,
é necessario destacar, entre outros aspectos, as assintotas existentes a partir dos
limites laterais. Comeca-se destacando o dominio de £, a saber:

D(f)={xeR;x # 1}

Em seguida, calcula-se os limites laterais a esquerda e a direita, quando x
converge para 1, que é a tnica restricdo da funcao.
I x? 1
im ———=—=-
1= (x—1) (07)
_ x? 1
lim

R O R

Indicando que h4 uma assintota vertical em x = 1.
Agora, verifica-se a influéncia da 1* Derivada sobre a funcdo, utilizando a regra
do quociente:

2x(x = 1) —x*(1)  x*—2x

[ =" ~G-

Nesta andlise, leva-se em conta que, como (x — 1)? é uma funcdo positiva,
analisaremos 0s pontos criticos resolvendo:

x2=2x=0

Ou, ainda:
x(x—=2)=0

Dessa forma, as raizes sdao x = 0 e x = 2. Assim, os pontos criticos da funcao
siox =0ex = 2.

Analisando o gréfico da derivada e considerando novamente que q(x) = (x — 1)?
é positiva, tem-se:

-_— + -_—
. . > f
0 2

Y 7 N\
. . > f
0 2

Com o diagrama acima, percebe-se que 0 é o ponto de minimo local e 2 é o
ponto de maximo local.
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Agora, levando-se em consideragdo a segunda derivada, obtém-se:

2x—2)(x—1)> - (x* = 2x0)2(x - 1)  (x—D[2(x — 1)? — 2(x* - 2x)]
(xr = 1* - (x—1)*
C2(x*-2x+ 1) —2x"+4x 2
- (x—-1)° INCEIOE

[ =

Analisando o sinal da fungéo 2* Derivada, considerando que p;(x) = 2 é toda
positiva, e q(x) = (x — 1)3, por ser ciibica, é crescente, tem-se:

Neste caso, ndo ha um ponto de inflexdo, devido a funcdo ser desconexa e
representar uma hipérbole, mas verifica-se a concavidade, conforme a Figura 66.

2

Figura 66. Grafico da Funcdo f(x) = T—1

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica
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4.6. Alguns Importantes Comandos no
GeoGebra: Minimos e Maximos

Apos o traco do grafico plotado no GeoGebra, é importante destacar alguns
pontos importantes no grafico, como os pontos de maximo e minimo, destaque
das assintotas e ponto de inflexdo. O quadro a seguir destaca alguns comandos
que podem auxiliar.

Quadro 23. Comandos no Software GeoGebra para identificar pontos importantes
no gréfico de uma fungéo

Comando Para que serve?

Identifica os pontos
extremantes da funcdo num
determinado intervalo

Extremo(<Fung¢do>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>)

Identifica o(s) ponto(s) de
maximo(s) da fungdo num
determinado intervalo

Maximo(<Funcdo>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>)

Identifica o(s) ponto(s) de
minimo(s) da fun¢do num
determinado intervalo

Minimo(<Fungado>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>)

Identifica as Assintotas
presentes no grafico, sendo
Verticais, Horizontais
e Obliquas

Assintota(<Objeto>)

Fonte: Da autora
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As integrais desempenham um papel super importante no cdlculo de dreas de
figuras com formatos circulares, sendo o cdlculo da drea do circulo um exemplo
cldssico. Este cdlculo foi inicialmente aproximado pelos matemdticos Eudoxo de
Cnido e Euclides de Alexandria, que inscreveram um poligono regular dentro
do circulo - conhecido como Método da Exaustdo, destacando que a drea de
qualquer circulo é proporcional ao quadrado de seu didmetro. Posteriormente, foi
Arquimedes de Siracusa quem avangou no estudo das propriedades geométricas,
incluindo o valor de n. Mais adiante, Gottfried Wilhelm Leibniz e a Isaac
Newton desenvolveram um corpo tedrico sobre o cdlculo diferencial e integral,
possibilitando o cdlculo de dreas e volumes sem que fosse necessdrio calcular a
drea ou volume, como limites de soma, método descrito pelo matemdtico Riemann,
pupilo de Gauss.

Definicao: [Primitivas] Uma funcao F(x) é dita primitiva de f(x) se:
F'(x) = f(x),Vx € D(f)
Exemplo 30: Dada a fungdo f(x) = x, qual é a sua primitiva?

Resolucao: Com base na Regra de Derivacao (Secao 3.3), pode-se constatar
que a Primitiva de f(x) = x é:

Py =5
=5
Teorema: Sendo F(x) uma primitiva de f(x), entdo F(x) + k também sera.

Prova: A demonstracdo deste fato é bem direto, pois:

(FO)+k) =F @) +k =f(x)+0=f(x)

A ultima igualdade é garantida pela hipotese.
No caso do Exemplo 30, podemos ter uma familia de primitivas para a fungao
f(x) = x, como ilustrado na Figura 65.
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Figura 67. Familia de Primitivas da funcdo f(x) = x, que sdo da forma
2

x
F(x) = > + k, k = constante

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

A cada constante adicionada, temos uma nova funcdo. E essa familia de fungdes
primitivas da fungéo é o que chamamos de Integral Indefinida, f f(x)dx,

5.1. Propriedades de Integrais Indefinidas

Como identificado acima, o calculo de uma primitiva esta associado a uma
funcdo derivada. Como uma heranca as propriedades de integracdo podem ser
destacadas a seguir.

Definicao: [Propriedades da Integral Indefinida] Admitindo que £, g sdo
funcdes integraveis e k, ¢ constantes, sdo validas as seguintes propriedades:

i) J[f(x) +g(x)]dx = jf(x)dx + J gx)dx=F(x)+G(x) +c¢
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i) f () — g(0)] dx = f F)dx f g(dx = F(x) — G(x) + ¢
iii) f kf(x)dx = kff(x)dx =kF(x)+c

Observacao 12: E necessario adicionar ao final apenas uma constante, uma
vez que a soma de constantes ainda é uma constante e a demonstragao é feita de
maneira direta.

Uma das aplicagdes mais diretas da integracdo indefinida é a determinagdo
da velocidade e aceleracdo, como pode ser observado no Esquema de Posicao-
Velocidade-Aceleracdo visto na Fisica (Ver Diagrama 1).

Diagrama 1. Esquema Posicdo-Velocidade-Aceleragdo na Fisica

Posicao
Velocidade

Aceleracao

Fonte: Da autora

Onde a seta | simboliza a derivada e a seta | simboliza a integral.
Esses problemas, em particular, sdo chamados de Problemas de Valores Iniciais
- PVI, os quais estdo atrelados a uma solucdo particular. No caso da situacao
visualizada na Figura 57, para se "amarrar" a uma dnica solucao, é necessario
conhecer um valor inicial.

No exemplo a seguir, partindo de um PVI, que serd mais detalhadamente
trabalhado na disciplina de Equag¢6es Diferenciais Ordinarias - EDO, pode-
se resolver uma equacgdo que envolve derivadas ou diferenciais de fungoes.
Assim, obtém-se a funcdo que satisfaz a dada Equagdo Diferencial, permitindo
saber o comportamento da funcdo em qualquer outro valor desejado.

Exemplo 31: Sabendo que a velocidade de uma bola é descrita pela fungao
v(t) = 5t + 4 e que a posicdo inicial da bola é nula, determine a posicdo da bola
apos 2 segundos. Considere que t é o tempo em segundos.
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Figura 68. Movimento parabdlico da bola

Fonte: Felipe Rocha, 2016

Resolugdo: Sabendo que a velocidade é dada pela derivada da funcdo posicao,

dx
temos v = I Entdo, a equacdo diferencial é definida como:

D sive
dt —

x(0)=0
Integrando a EDO:

dedt—f(5t+6)dt
at

A partir do diagrama 1, obtemos:

t2
x(t) = —5?+6t+k

A funcdo posicdo x = x(t) estd determinada a menos da constante k. Para
determinar a curva por completo, utiliza-se o valor inicial fornecido no PVI.

02
0=x(0) = —57+6.0+k

12 Disponivel em: https://profes.com.br/felipes.rocha/blog/lancamento-obliquo-e
-o-futebol
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)
De onde se conclui que k = 0. Portanto, a fungdo posicao é x(t) = —5 > + 6t.
2

2
Logo, x(2) = —57 +62=2

Entdo, a bola estara na posicdo de 2 metros, passados 2 segundos.
5.2. Integral Definida

A integral definida admite os intervalos de variacao da variavel da funcdo, e o
resultado obtido é, naturalmente, um nimero real. Em alguns casos, este nimero
pode ser associado a area, quando a funcdo no integrando for positiva, i.e, f (x) > 0.
Caso seja nula, significa que a parte compreendida da funcdo tem por¢oes iguais,
porém com sinais contrarios. Se o resultado for negativo, isso indica que, neste
intervalo, a funcdo tem sinal negativo.

Com o auxilio do Teorema Fundamental do Céalculo - TFC, é possivel calcular
a integral definida de uma fun¢do em um determinado intervalo, como mostrado
a seguir:

b
ff(x)dx = F(x)|b = F(b) — F(a) € R

5.3. Soma de Riemman

A drea entre o grafico de uma funcdo e o eixo das abscissas pode ser aproximada
utilizando a Soma de Riemman. Esse método consiste em dividir o intervalo do
eixo das abscissas e considerar o extremo (inferior, superior ou central) da funcao.
A base dos retangulos é dada por Ax = x;,1 — x;, e a altura pode ser f(x;), f(x;+1)
ou f(x,,), sendo x,,0 ponto médio entre x; e x; 1.

Exemplo 32: Estime a drea compreendida entre a fungdo f(x) = x2 e as
retas x = 0 e x = 3, tomando em 6 o nimero de parti¢cdes, superiormente
e inferiormente.

Resolucdo: Verifica-se primeiramente cada subintervalo da particao, e esta
variacdo Ax; sera exatamente o tamanho da base do retangulo a ser formado, que
sera de 0,5 cada.

124



Quadro 24. Verificacdo das parti¢des

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Fonte: Da autora

Entdo, temos os tamanhos representados pelos segmentos: Xgx;, X{X3, X3X3,
X3X4, X4X5 € X5Xg, 0S quais serdo as bases dos 6 retangulos a serem construidos.
No caso da Soma de Riemann Inferior, considere cada extremo do segmento como
a imagem inferior, fazendo com que os retangulos criados fiquem abaixo do trago
do grafico.

Por exemplo, tomando o primeiro retangulo de base Xgx7, verifica-se a imagem
do xy = 0, que neste caso é 0, e aimagem do x; = 0,5, que é 0,25, logo, a altura
dada prevalece por x,. Perceba no grafico (Figura 69), que se fosse validada a
altura pela imagem de x;, o retangulo estaria acima do grafico da funcdo.

Quadro 25. Estimativa da drea compreendida entre o grafico da funcio f(x) = x?
e as retas dadas no Exemplo 32

Base Altura Area do Retangulo
Xox; = 0,5 f(xe) =10 A; =0
¥% = 0,5 Fx;) = 0,25 A, = 0,125
%5 = 0,5 Flo) = 1 Ay = 0,5
X% = 0,5 F(xs) = 2,25 A, = 1,125
X3xs5 = 0,5 flxy) =4 As =2
Yo% = 0,5 Fxs) = 6,25 Ag = 3,125
Area Total A; = 6,875c

Fonte: Da autora
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Esta seria a 4rea abaixo do gréafico e compreendida entre as retas e, majorada
por baixo.

Figura 69. Soma de Riemman Inferior da funcio f(x) = x2 com 0 < x < 3

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica
Esse mesmo mecanismo poderia ser feito por cima, tomando agora, entre

cada segmento, a altura que representa a maior imagem pela funcdo tomada nos
pontos extremos.
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Figura 70. Soma de Riemman Superior da fungdo f(x) = x%,0 < x < 3

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica

Procedendo de maneira analoga, pode-se constatar que a drea majorada por
cima é de 11,370.

Assim, temos uma margem de aproximacdo da area procurada:

6,875 <A <11370 (26)

Este procedimento realizado no Exemplo 29 pode ser feito com o ponto
médio entre cada segmento X;X; 11, e assim, obter uma estimativa mais préxima
da verdadeira.

Dessa forma, nasceram as estimativas para a area entre grafico de funcées. Mas,
foi somente com o Teorema do Valor Médio que se formulou, através do céalculo
integral, a area compreendida entre o grafico de uma funcdo e entre retas.

Note, também, que para tal estimativa, considera-se uma funcao positiva. Caso
seja negativa, é preciso considerar o resultado em modulo.

Uma maneira mais eficaz de utilizar tal mecanismo de aproximacdo de areas
é utilizando o Teorema do Valor Médio para a funcdo primitiva F (x), visto na
secdo 5.1. Analisando o seguinte fato:
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Como F é uma funcdo definida em [a, b] e derivavel em (a, b), na qual é a
primitiva de f(x), pelo TVM, vale:

F(b) —F(a) = F'(c)(b — a)
Contudo, como F é primitiva de f, vale F (x) = f(x)Vx € [a, b], sendo:

F(b) —F(a) = f(c)(b—a) (27)

Intuitivamente, do lado direito da equacado, pensando na particdo do intervalo
[a, b], obtemos o valor da area ao somar todos os subintervalos da particdao. Desse
modo, associamos a area compreendida entre o grafico da funcao, dentro de um
intervalo, a integral definida, como descrito a seguir:

Teorema: [Teorema Fundamental do Calculo -TFC] Se f for integravel em
[a, b] e F uma primitiva de f em [a, b], entdo:

- f f()dx =F(b)—F(a) (28)

Demonstracao: Ver [2].

Exemplo 33: Calcule a 4rea compreendida entre o grafico da funcdo f(x) = x?
easretasx =0e x = 3.

Resolucao: Usando a Equagdo (27), tem-se:

33 03
=——-—=9
3 3

Observacao 13: Perceba que a area exemplificada no Exemplo 33 trata
da mesma fungdo e no mesmo intervalo que o Exemplo 32, o que justifica
as aproximacgoes pela Soma de Riemann Inferior e Superior, conforme a
Equacao (26).

Exemplo 34: Calcule a integral definida f (x? — 3x + 2)dx e a interprete
geometricamente.
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Resolucdo: Ao utilizar a propriedade de integracdo, em relagdo a soma e a
multiplicacdo por escalar no integrando, e ap6s exibir a primitiva, executaremos
o Teorema Fundamental do Célculo, conforme apresentado a seguir:

2 x3 xZ 2 23 22 13 12
23 2)dx=——-3—+2 =|——-3—+4+22]—-(=—-3—+2.1
J;(x X+ 2)dx 3 2+ x|1 3 2+ 3 2+
_7 9+2_14—27+12_ 1
3 2 - 6 6

Observacao 14: Ao interpretar o calculo através do grafico da funcdo dada no
Exemplo 34, conforme a Figura 71, percebe-se, naturalmente, que no intervalo de
1 a 2, na abscissa, a fungdo tem o sinal negativo, o que ocasionalmente constata
o porqué do sinal negativo no resultado da integral definida.

Figura 71. Gréfico da fungdo f(x) = x? =3x+ 2, com parte hachurada em azul
(4rea que esta abaixo do Eixo das Abscissas)

Fonte: App Suite GeoGebra — Classic

Algumas propriedades de integrais aparecem na forma de técnicas, que se
resumem quando no integrando existe um produto de fungdes ou fungoes
compostas, ou até mesmo um quociente de fungoes.

5.4. Técnicas de Integracao

As técnicas de integragdo compreendem quatro modelos, que sao eles:
* Integracao por Meio Direto: é realizada por meio do Teorema Fundamental
do Calculo;
* Integracdo por Substituicdo: Simples e Trigonométrico: em geral, quando
hé fungbes compostas no integrando;
* Integracdo por Partes: quando existe um produto de funcdes
no integrando;
* Integracdo por FragOes Parciais: quando ha um quociente de funcdes.
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5.4.1 Integracao por Meio Direto

Usando a tabela de derivacdo, conforme a secdo 3.3, aplica-se a integral de
ambos os lados.

Exemplo 35: Sabendo que vale a regra de derivagao:

d n n—1
a(x ) =nx (27)

Integrando a equagao (24) a variavel x, tem-se:

d
f—(x")dx = fnx”_1 dx
dx

Resultando em:

xn
—= fx"‘l dx
n

Reindexando:

xn+1
fx”dx= +k
n+1

Isso também vale para as fungoes trigonométricas.

Exemplo 36: A derivada da funcdo senx é a funcéo cos x. Logo:

d
f—senx dx = f cosx dx
dx

Aplicando TFC do lado esquerdo, tem-se:

f cosx dx = senx + k
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Pode-se, assim, construir uma tabela contendo, a partir das derivadas,

as integrais:
Quadro 26. Tabela de Integrais diretas

Funcao Primitiva
n+1
x™ X
n+1
sen x —Ccosx
cosx sen x
e* e*
1
— Inx
x

Fonte: Da autora

Do mesmo modo para as fungdes em que foram utilizadas as propriedades de
derivacdo, como na tabela a seguir:

Quadro 27. Tabela de Integrais diretas provindas das Propriedades de Derivacdo

Funcao Primitiva
sec? x tan x
tan x sec x sec x
-cotan x cossec x cossec x
-cossec? x cotan x

Fonte: Da autora
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5.4.2 Integracao por Substituicao Simples

A substituicdo simples, como o proprio nome ja diz, utiliza uma variavel auxiliar
que, em geral, adota a letra u, e substitui todo o integrando e os seus respectivos
limites de integracdo em relacdo a variavel u. No integrando, tem-se uma funcao
composta e a substituicdo a qual, na maioria das vezes, propde a substituicdo como
a funcdo interna.

2
Exemplo 37: Calcule a integral j V3x + ldx.
0

Resolugao: Percebe-se que, no integrando, tem-se uma funcdo composta, e que
no caso de derivar tal funcdo, é necessario usar a Regra da Cadeia.
Assim, faz-se a substituicdo simples, por:

u=3x+1 (28)

Porém, ainda serd necessario trocar o elemento infinitesimal, dx. Usando a
notacdo de Leibniz, derivamos a equagdo (28):

du_
dx

du
Ou ainda, dx = = Trocando a integral:
7 _du
[l
1 3

Entretanto, existe a variacdo, que deve ser substituida pela variacao na variavel
auxiliar u.

Logo, para x = 0, a equacao (28) resulta em u = 1, e para x = 2, a equagao
(28) resultaem u = 7.

Calculando a integral definida com a substituicdo total, tem-se:

7

1

7 _du 1(7 1 1uzt? 2(3 3y 2 2

_ = 2 e — = — 2—-12) = — 3 _ —_ — —
J’l\/ﬂg 3f1u2du 3T, 9(72 12) 9(\/7 1) 5 (V7 -1).
2 1
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5.4.3 Integracao por Substituicao Trigonométrica

A substituicdo trigonométrica consiste em usar, em particular, a Equacgao

Fundamental da Trigonometria, onde 6 simboliza um angulo visto na segdo 1.5,
a saber:

sen?f + cos?0 =1 (29)

Bem como as que sdo derivadas de (27), dividindo por sen?8 e cos?8

respectivamente, obtendo-se assim:

1+ cotg?@ = cossec’d  (30)
tg?0 +1 = sec? 6 (31)

De maneira anéloga, associando o angulo e as relacdes métricas com um
triangulo retangulo, presentes nas equacoes (29), (30) e (31).
Muito presente também nas SubstituicOes, onde deve-se usar as Equagdes:

sen(a + b) = sena cosb + senb cosa (32)

sen(a — b) = sena cosb — senb cosa (33)
cos(a + b) = cosa cosb — sena senb  (34)

cos(a — b) = cosa cosb + sena senb (35)

Assim como substituindo a equagao (34) em (29), adequadamente:

2

cos(2a) = cos? a — sen’a = (1 - senza) —sen‘a

Onde obtém-se:

1 —cos(2a
sen?a = % (36)
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Ou, ainda:

2

cos(2a) = cos?a — (1 — cos? a)

Que resulta-se em:

1 + cos(2a)

2
cos“a =
2

(37)

Exemplo 38: [Calculo da area de um circulo] Calcule a area do circulo
que esta dentro da circunferéncia centrada na origem e de raio 1, cuja equagdo é
descrita por x% + y% = 1.

Resolucdo: Neste caso, ao verificar o grafico, conforme a Figura 70, observa-se
que para "cobrir a circunferéncia" precisa-se de duas funcdes:

y=+/1-x2 (38)

y=—/1-—x2 (39)

Além disso, conforme visto graficamente na Figura 70, a circunferéncia
compreende 4 quadrantes de mesma area. Entdo, para calcular a area, é preciso
apenas calcular a area referente a 1 quadrante (Funcao dada em (32)). Apos isso,
deve-se multiplicé-la por 4.

Assim, conforme a secdo 5.3, tem-se a area equivalente a de 1 Quadrante:
1
Ag =f\/1—x2 dx
0

Neste caso, utiliza-se a técnica de integragdo - substituicdo trigonométrica.
Fazendo o uso da Equacao (29), cuja intengdo é retirar a expressao de dentro da
raiz, opta-se por fazer a substitui¢do:

X =senu (40)

134



Derivando, portanto, a equagdo (34):

dr_ M
Ju = Cosu (41)

Lembrando que é necessario fazer a substituicdo por completo. Entdo, para a

substituicdo dos limites na integral, deve-se ter:

* Para x = 0, obtém-se, considerando que a variagdo do angulo u esta entre

T
0 (0, E)’ por estar no 1° Quadrante. Logo, u = Orad,;

» Para x = 1, obtém-se sob as mesmas consideracGes acima, tendo como

resultado u = Erad.

Assim, fazendo as devidas substitui¢oes:

cos?udu

V1 —sen?u (cosudu) =

AQ=

o — i
o — uin

Levando em consideracdo a Equacao (37), tem-se:

m
5 Vs
) 1 1 sen(2u)|?
cos udu=—f1+cos(2u)du=— u+————-—=
2 2 2 0
0

_1 n+sen0 0+sen0 m
“2|\2 2 2 T4

Logo, a 4rea do circulo é: 4. AQ = 1% = m.

o —

A pendltima igualdade foi colocada para fazer mencao a area do circulo, que

é r2, sendo com o raio 1.
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Figura 72. Circunferéncia centrada na origem e raio 1, equacio: x* + y* = 1

Fonte: App Suite GeoGebra — Gréfica
5.4.4 Integracao por Partes

A regra de Integracao Por Partes vem da Propriedade de Derivacao do Produto
de Fungdes, visto no Capitulo 4.

(f.9)=f.g+fg (42

Assim, aplicando a integral na equacgdo (42), obtém-se:
[¢.gyax=[(.g+1.97ix

No qual se aplicam as propriedades basicas de integracdo, juntamente com o
TFC:

f.gdx=f.g— | f.gdx
J J

Fazendo substituicGes auxiliares: u = f(x) e v = g(x), no qual dudx = f'(x) e
dvdx = g'(x), admitindo que tais funcdes sejam derivaveis:
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fudv=uv—fvdu (43)

A equacdo (43) é conhecida como Regra de Integracdo Por Partes.

Observacao 15: Considerando a Integral definida pela Regra de Integragdo
Por Partes, todas as parcelas envolvidas no lado direito da equacao (43) deverdo
atender ao TFC.

Exemplo 39: Calcule a integral [ e*cosx dx.

Resolucao: Note que, no integrando, ha um produto de funcées e que a ordem
dos fatores ndo altera o produto. Por este motivo, em alguns casos, pode-se fazer as
substitui¢coes com as funcdes auxiliares na ordem em que aparecem, mas existe um
método chamado LIATE - Logaritmicas, Invertiveis, Algébricas, Trigonométricas
e Exponenciais. Esse método leva em conta a escolha das funcdes nesta ordem em
que aparecem, da esquerda para a direita.

. . du
Neste caso, utiliza-se u = cosx e dv = e*dx, do qual extrai-se: o= Tsenxe
v = e*. Aplicando a Regra de Integracdo Por Partes:

fe"cosx dx = cosx e* — J. e*(—sen x dx) = e*cosx + J. e*senxdx (44)

Onde se encontra uma outra integral, que serd realizada pela Regra de Integracao
Por Partes:

f e*senxdx

du .
Sendo u = senx e dv = e*, com - cosx eV = e*, aplica-se a Regra de
Integracdo Por Partes:

fexsenxdx = e*senx — fexcosx dx  (45)

Substituindo (45) em (44):

fexcosx dx = e*cosx + e*senx — fexcosx dx
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Analisando como equacdo, isola-se a integral a ser calculada e obtém-se o
resultado:

2 f e*cosx dx = e*(cosx + senx)

Assim:

fex cosx dx = e*(cosx + senx) + k

Onde k é uma constante real.
5.4.5 Integracao por Fragcoes Parciais

Esta técnica consiste em "quebrar" o integrando que vem na forma de

pe)

quociente de duas funcGes j x, ramificando-o em varias condicdes,

a depender do grau do polindmio, que descreve p(x) e q(x).
De modo geral, tem-se:

I) quando grau(p) < grau(q): decomposicdao em soma de fracGes;
IT) quando grau(p) = grau(q): Divisdo de Polindmios.

Para descrever o método I, toma-se o grau de p(x) como 1 e o grau de q(x) de
grau 2. O que acarretara em 3 casos, dependendo do discriminante A.

Em simplificacdo, o leitor terd que consultar [4] para verificar a totalidade dos
casos, pois aqui faremos apenas com A > 0e A = 0.

Método I

* A>0: o que diz que o polindmio g(x) admite duas raizes reais

e distintas.
Fazendo o procedimento de MMC, consegue-se uma igualdade de fragoes,
fazendo com que os numeradores se tornem uma igualdade de polindémio,
0 que nos direciona para um sistema de equacdes;

* A =0: o que diz que o polinémio q(x) admite duas raizes reais

e iguais.
Fazendo o procedimento de MMC, com um acréscimo de poténcia, para
que haja distingdo entre as raizes de polo multiplo;

* A < 0: 0 que diz que o polinémio q(x) admite duas raizes complexas.
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Método I1
Esse método consiste em fazer a divisao de polinémios e levar em consideracdo
o Algoritmo da Divisdo, mostrado abaixo:

p(x) | q(x)
r(x) s(x)

Onde p(x) = q(x).s(x) + r(x).

. 2x —3
Exemplo 40: Calcule a integral | —— _ ~ 4.
P & f X2—5x+6"
Resolucdo: No integrando, tem-se o Método 1.
Calculando as raizes do polindmio q(x) = x?> — 5x + 6 pelo método da

Soma e Produto, obtém-se 2 e 3 (raizes reais e distintas), cuja decomposicao é
(x —2)(x — 3).

Assim:

2x-3 A N B Ax-3)+B(x—-2) (A+B)x+(-34A-2B)
x2—-5x+6 x—2 x—-3  (x—-2)(x-3) x2—5x+6

Analisando a igualdade como um todo e fazendo a igualdade de polinémios no
numerador, obtém-se o sistema:

A+B =2
—3A—-2B=-3

Resolvendo o sistema:
A=-1
B=3

Substituindo os coeficientes na 1* igualdade e retornando o calculo da integral
indefinida e suas propriedades basicas, fica:
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2x—3 -1 3
fx2—5x+6dx=fx—2dx+fx—3dx=_ln|x_2|+3ln|x_3|+lnk

k(x —3)3

ey

Observacao 16: Uma outra maneira de descobrir os coeficientes A e B é através
do calculo de limite:

Ch—i = )}iﬁrg(x —p)G(x);i=01,..,(k—1)

Logo:

Atim(r—2) 253 e gy 2X=3 203 4-3
T T Thx 6 T Y x—2)(x—-3) 12 x-3 2-3
=1

2x—3 2x —3 . 2x—3_6—3

B=}C1£r%(x—3)x2_ x =}c1—r>r§(x_3)(x—2)(x—3)=}c1§%x—2_ 1

=3

5x—1
E lo 41: Calcule a i l | ——dx.
xemplo Calcule a integra fx2—2x+1dx

Resolucao: Neste caso, perceba que o integrando estd na condicdo do Método
I. Porém, ao fatorar o polinémio do denominador, que é x> — 2x + 1 = (x — 1)
temos raizes com multiplicidade. Procedendo da mesma maneira que no Exemplo
40, deve-se separar o integrando na soma de frag¢des:

Sx-1 _5x-1 A B _AG-1D+B_Ax+(-A+B)
x2—-2x+1 (x-12 (x-1) (-1  (x—-1)2  x2-2x+1

Fazendo a igualdade de polindmio, obtém-se:

A=5
-A+B=-1
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Onde tem-se que: A = 5 e B = 4. Retornando para a integral indefinida:

j -1 o J d+J — 5in| 1|+4(x_1)1+k
x2—-2x+1 (x — nix -1

4
=5ln|x—1|—(x_1)+k

Observacao 17: Um outro procedimento para calcular os coeficientes é usar
um algoritmo para determinar os coeficientes com raizes multiplas:

1 d
G- = 3y im

(x = p)*G (%)

Comi=0,12,...,(k—1).
Para condizer com a notagdo acima, renomearemos os coeficientes:

5x—1 5x—1 Cl CZ
= = +
x2—-2x+1 (x—-1)2 (x—-1) (x—1)2

Neste caso, o coeficiente é k = 2. Prosseguindo os calculos:

1 , 5x—1
Croqy=C1 = hm (x - llm [5x —-1] = hm 5=5
(x =12,
Croo = G = —1i 192 2L imsx—1=4
2-0 = G = Gilimx = D" =57 = lim 5y — 1 =
) ) ) X% +4x -7
Exemplo 42: Calcule a integral indefinida f ?dx.

Resolucdo: O integrando estd conforme o Método II, pois o grau(p)
> grau(q), resultando na necessidade de realizar a divisdo de polindmios:

x*+4x -7 x—=2
—x*+2 x+6
6x —7
—6x +12
(5)
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Tem-se que:

x*+4x—-7=(x—-2)(x+6)+5

Ou, de outra forma:

x2+4x—7_ 6
ECED R

Substituindo na Integral:

fx2+4x—7

5 5
) dx=J[(x+6)+(x_2)]dx=j(x+6)dx+J(x_z)dx

x2
=?+6x+5ln|x—2|+k

Observacao 18: Todos os métodos vistos podem ser aplicados a Integral
Definida, bastando aplicar o TFC.

5.5. Calculo de Areas

O célculo de areas é feito em termos do calculo visto na secdo 5.3, extraindo-
se somente a area desejada. Para isto, serdo colocados os passos para o
desenvolvimento do célculo de areas, compreendido entre dois graficos de funcoes:

1. Constroi-se os graficos das fungdes envolvidas sobre o mesmo plano 2D,
como na Figura 73:

Figura 73. Esquema grafico envolvendo as funcdes f e g

Fonte: Stewart, 2013
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2. Determinam-se os pontos de intersecdo entre os graficos. Para isto, iguale
as fungoes, caso haja intersecdo entre elas, ou delimite as retas x = ae x = b

3. Monte a integral definida:

b
A= f LF () — g0,

Exemplo 43: Calcule a drea compreendida entre a pardbola f(x) = x?e areta
g(x) = 6x —5.

Resolucao: Primeiramente, o esquema grafico é muito importante, para saber
como é o comportamento das fun¢des envolvidas, se tem ou ndo intersecao.

Figura 74. Esquema gréfico das funcdes f(x) = x%e g(x) = 6x — 5 no mesmo plano 2D

Fonte: App Suite GeoGebra - Gréfica
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Como pode ser observado na Figura 74, existem pontos de intersecdo.
Para saber quais sdo eles, igualam-se as fung¢des f(x) = g(x), resultando na
equacdo do 2° grau:

x?=6x—-5

Ou, melhor ainda:
x2—6x+5=0

Usando Soma e Produto de Raizes, tem-se as raizes 1 e 5. O ultimo passo
consiste em montar a integral para descobrir a area compreendida entre os
dois graficos:

> > XZ X35
A=f[g(x)—f(x)]dx=f(6x—5—x2)dx=67—5x—?

1 1 1
=(35%2-55 5 3.12 - 5.1 v =72-20 124—52 124
A\ <3 : T3] 3 3
_156—124_32~1067
- 3 = 3 = ) u.a

5.6. Calculo de Integrais usando GeoGebra

Utilizando a ENTRADA do GeoGebra e colocando a palavra INTEGRALIS,
irdo aparecer as opgoes para o calculo de integrais, como, por exemplo:

Quadro 28. Comandos no GeoGebra para o célculo de Integrais Indefinidas e Definidas

Opcoes Serve para

Determinar os retangulos
(definindo a altura pela
menor das imagens
no extremo de cada
subintervalo) e calcular
a Soma de Riemann

Soma de Riemann
Inferior(<Fung¢do>, <Valor
de x Inicial>, <Valor de
x Final>, <Numero de
Retangulos>)
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Determinar os retangulos
(definindo a altura pela
maior das imagens
no extremo de cada
subintervalo) e calcular a

Soma de Riemann
Superior(<Fungdo>, <Valor
de x Inicial>, <Valor de
x Final>, <Numero de

a >
Retangulos>) Soma de Riemann
~ Calculo da integral sem
< >
Integral(<Fungdo>) adicdo de constantes
N Possibilita o calculo de
Integral(<Funcdo>, . . .
. integrais, identificando a
<Variavel>)

variavel desejada

Integral(<Funcdo>, <Valor
de x Inicial>, <Valor de
x Final>)

Calculo de Integrais
Definidas

Integral Entre(<Fungao>,
<Funcdo>, <Valor de x Calculo de areas entre funcoes
Inicial>, <Valor de x Final>)

Fonte: Da autora
5.7. Calculo de areas usando GeoGebra

Para usar o software GeoGebra, é interessante colocar, na barra de ENTRADA,
as fungdes, exibindo-as no Plano 2D. Apds isso, use o comando na ENTRADA
Integral Entre (<Fung¢do>, <Fungao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>),
onde basta substituir as func¢des e os pontos de intersecdo ou retas, que delimitam
a area a ser calculada.

Para identificar os pontos de intersecdo, use o botdo exibido na Figura 75, e
selecione os gréficos exibidos na tela, onde suas coordenadas aparecerdo na Janela
de Algebra.
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Figura 75. Botdo Intersecdo de Dois Objetos presentes na Barra de Botdes do
Software GeoGebra

Fonte: App Suite GeoGebra — Grafica

Assim, pode-se substituir as funcoes envolvidas e os pontos de intersecao.
Por fim, a 4rea aparecerd na Janela de Algebra.
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Vocé ja se perguntou para que serve toda essa Matematica nos
primeiros periodos do curso de Engenharia? Essa dlvida € comum e
compreensivel. No inicio, é dificil enxergar a conexéo entre féormulas,
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verdade é que toda a base tedérica do engenheiro comeca aqui, na
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Neste livro, vocé serd guiado por uma abordagem visual e aplicada,
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praticas, especialmente com o apoio de software educacional.

A fungdo — esse objeto central do calculo diferencial e integral — é
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teoriq, pratica e tecnologia.
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